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NOTES ON THE THEORY OF SERIES (XX): 
GENERALIZATIONS OF A THEOREM OF PALEY 


G. H. HARDY (Cambridge) and J. E. LITTLEWOOD (Cambridge) 
[Received 11 May 1937] 

1. In this note we are concerned primarily with power series, 
f(z) = fi (re?) = _ > ay 2", 


convergent for r <1. We write 


such as 


7 


l 1p 
M,(f) = M,(f.r) =(z | Wire » ae) . 


-—T 
Then M,(f,r) increases, as r > 1, to a limit 


M,(f,1) = lim M,(f.7), 
r—>1 


which may be +0. 

If M,(f,r) is bounded or, what is the same thing, if M,(f,1) < «, 
we say that f(z) belongs to the (complex) class L?. In this case 
there is a ‘boundary function’ F(6) = f(e), which is both a radial 
limit of f(re) for almost all 0, and a ‘strong limit’ with index p, 


and 
l/p 
L,(f.1) = M,(F = (# fire y» a) 


If (z) = > 6,2” 

is also regular for r < 1, oa so is 
= > a, 5,2". 
We shall say that ‘the sequence (b,,) transforms f into h’. 

A sequence (b,) may have the property of transforming every 
function f of some given class into a function # of some other class. 
In particular it may transform every f of L? into an h of L*%, where 
q > p. In this case we shall call (b,,) a ‘(p > g)-sequence’. We have 
proved elsewhere* that if g > p and 

ae Se 


~ p q 
then (n-*) is a (p—q)-sequence. In particular, the sequence (n-*) 
is a (1 > 2)-sequence. 
* Hardy and Littlewood (3, II), 415, Theorem 33. 
3695.8 M 
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2. There are (1 + 2)-sequences of less regular types, one of which 
was found by Paley in the paper to which our title refers.* Paley 
proved that if f is L (i.e. LZ), A,, is integral, and 


Ant > ¢ > 1, (2.1) 
An 
then > |a,,|2 < 00, (2.2) 
so that h(z) = > ay, 2 
is L?. In particular h(z) = > ayn 2" 


is L*. In other words, the sequence b,, = 1 (n = 2"), b, = 0(n F 2") is 
a (1 2)-sequence. The theorem is essentially one on power-series, 
the analogue for general Fourier series being falset; and this adds 
to its interest. 

3. Our first object here is to prove a theorem which shall contain 
both Paley’s theorem and the special theorem of our own referred to 
at the end of §1. We shall, however, go further than is necessary for 
this particular purpose. 

Our main result is 


THEOREM 1. Suppose that 


p>l s>1 a (3.1) 
p 8 
1 c. 3 
agate Meee 3.2 
(=>; (3.2) 
and pxi2<cA<o. (3.3) 
Suppose furthert that a, = 6, (3.4) 
M,(f) < B, (3.5) 
C 
and M,(g') = ey (3.6) 
—f 
Then M\(h) < A(p,s)BC; (3.7) 


so that (3.6) is a sufficient condition that (b,) should be a (p—A)- 
sequence. 
* Paley (6). 
e : ; ~. cos nO 
+ The series > a,,cos nO 


(log n)° 
2 
is a Fourier series for every positive c¢ (by a well-known theorem of 
W. H. Young), but > |a.|* diverges if c 3. 
t This assumption avoids a number of trivial complications. It is natural 
because a, affects only the constant term dy by of h and (3.6) does not involve by. 
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Here A(p,s) denotes some positive number depending on p and s 
alone. Generally A(«,8,...) is a positive number depending on a, f.... 
alone; so that A, without argument, is a positive absolute constant. 

We may observe that (3.1) and (3.2) imply that p < A < ©, which 
is part of (3.3). The condition A > 2 is equivalent to 


P33 


If s = 1, this is p > 2; and 2 is then the only admissible value of p. 
If s = 2, itis p > 1, and if s > 2 it is weaker, so that in these cases 
it is a consequence of (3.1) and may be dropped. 

Suppose in particular that s = 2. The condition (3.6) is then 
equivalent to 


> »*)6,/* = (n?). 


This is plainly true when b, = n-+. If 6, = 1 whenn = A, 6, = 0 
otherwise, A,, satisfies (2.1), and Aj, is the laxgest A,, not onsliiie n, 
then " 

> |b, |? = -> 2, = O(A3,) = O(n?). 

1 
Hence Theorem 1 includes the two special theorems to which we have 
referred. 

Lemmas 
4. Lemma 1.* Suppose that p > 1, q > 2; that ay = 0; that 3 is the 

operator 


ieee 


1 1 1 
iw ( [ “log M3(0f, r) ar), 
j 


J, = (f2 (log: -) Mi(#*f,r) yar) 


0 
Then M%(f,1) < A(q)J? < A(g)J3. (4.1) 


We may suppose f regular for r < 1. If the inequalities have been 


and that 


* Lemmas 1 and 2 can both be deduced from theorems of Littlewood 
and Paley (5); but the direct proofs of the lemmas given here are much 


simpler. 
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proved for such f, they may be extended to general f by standard 
processes of approximation.* 
It is known7 that 
ei = ar ne oe oe 
(-5,aats.n) = © f(re®) 2-2 | f’(re®)|? dé. 


r dr\ dr 


a 


Hence, if we write for the moment 
7 
! if iO) |\q—2| f’ i0\\2 
x(p) = 5 | |flee™)|*-*|f' (pe)? dp, 
-— 7 


we have 72 MU r) = ¢* | px(p) dp, 
ar J 
0 


1 r 
. { dr 
Myg.1)=¢ {2 [ px(e) dp 
0 0 
; 
=¢ px(p) dp 
b p 


But x(p) < M4-*(f, p) M2(f’, p), 


1 
| dr 
es 


1 
ye ] 
@? | plog” x(p) dp. 
0 


* Suppose, for example, that the first inequality (4.1) has been proved 
when f is regular for r < 1, and apply it to 


Sr(z) = f(Rz), 
where 0 < R < 1. Then 
p ] l 
M%(f,R) = MXf,1) < A(q) | —log— My Ofm 1) dr 

0 

i 
= A(q) | “log - Mi of, rR) dr 

0 


1 
6.2 
< A(q) - log - M%(8f,r) dr, 
r "F 
0 
for 0 < R < 1 and therefore for R = 1. 
+ This identity was found by Hardy (1) and rediscovered by Stein, who 

used it in his proof of M. Riesz’s theorem about conjugate functions. See 
Stein (7), or Zygmund (8), 149. 
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by Hélder’s inequality. Hence 
1 


1 " 7 
Mif,1) <@ | plog My-*(f,p) Ma's») dp 
0 1 
< @°MI-*f.1) | plog = M3".p) dp. 
0 


%emoving the common factor M%-*(f,1),* and observing that 
f’ = 2“ df, we obtain the first inequality (4.1), with A(qg) = g*. The 
inequality reduces to an identity when g = 2. 

We may observe that 


1 
log — j]— 
r =, = r 
for 0 < r < 1. Hence 
1 
Mi(f,1) < A(q) | (l—r)Mi(f’,r) dr. (4.2) 
0 


This inequality is formally a little simpler, but the form in (4.1) is a 
little stronger and serves our purpose better. 
We now apply what we have proved to the function 


$(2) = (9 (2))p = Ref'(Rz) (0< R< 1). 


‘di d , d ’ 2 
Then #d&d(z) = 2 ( Rzf’(Rz)) = Res. (Ref'(Rz)) = (#*f(z))p 
and = M2(g,1) = M2(9f,R), _M2(9¢, 1) = M2(8°F, R). 
Hence 


1 
M2(Of, R) < ¢ [ log ~ Mx(0%f, Rr) dr 
r f 
é 
oa R 
=¢ [ — log — M7(O*f, p) dp. 
p Pp 


. 


Finally, replacing R by r, and integrating, we obtain 


Ji 


1 
| dNog + M2(8f,r) dr 
Tr TF 
0 
1 r 


<q [ Jiog! ar [ log” M2(8*f, p) dp 
jr Je - 
0 0 


* Finite because f is regular for r < 1. We ignore the trivial case f = 0. 
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1 1 
= Aileen Fgh dr 
p Jerr "sp 
0 


p 


1 
res _ 
= 2 | =(toe-) Mi(P*f, p) dp, 
6 i i 


and so the second inequality (4.1). 


5. Lemma 2. If 1 < p< 2, then 
1 


{ (1—r)M3(f’,r) dr < A(p)M2(f, 1) (5.1) 
0 
We may suppose that f has no zeros in r < 1.* We may then write 
f == p* — (> My oP, G 
where k = 2/p > 1; so that f? = ¢? and ¢ is L?. 


Then M*(f’) <= J (p) [ |\pk-14’ |P dé 


< A( (p)( { Ip |e a6)’ se | 6" a) 
= A(p) M&-»"*(f,r) \({ \¢’|2.a0)*/* 


throughout these formulae |z| = r < 1. Hence 


7 


M2(f’,r) < A(p)ME-Y”(f,1) | |p’ (re') |? dd, 
; r 
| (1—r)M?(f’,r) dr < A(p)M&-”(f, 1) ix (1—r) dr fis ¢' (re®®)|2 dé. 
0 0 

The ee integ1 ral i is 


3° 


9 
n2 
Qa fi (l—r) ¥ n?|a,, |272"-2 dr = 2D 

)2 1 (2n—1)2n 
7 


< y oy |? = A | \d(e!®) |? dd = AMP(f,1); 


and (5.1) follows.t 


* This is one more example of a general principle which we have used 
repeatedly. We may suppose M,(f,1) finite, since otherwise there is nothing 
to prove. If M,(f) < B, then f = f,+/., where f, and f, are ‘wurzelfrei’, and 
M, (fi) < AB, M,(f2) < AB. We prove the result for f, and f,, and the general 
result follows. See Hardy and Littlewood (2), 207. 

+ This inequality is a little stronger than 


1 
ra ] 
—log— Mi(8f,r) dr < A(p)M3/(f, 1). 
r ~Y 
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LEMMA 3. MWh, r?) < M,, (Of, 7) M99, 7). 
Since* Ph(r2e!?) — Es | Of (re) Ig(re—¥) dip, 
a7 


this is a case of a familiar theorem of W. H. Young. 


Proof of Theorem 1 
6. We may suppose, on grounds of homogeneity, that B = C = 1. 
We have then 


1 
3 
My(h, 1) < A(p,§8) | * (toe: M3(8h, p) dp 
gp P\ P 
1 
- 1 i wien 2 
< A(p,8) | “(lee ;) My(#*h, 1?) dr 
r F . 
0 


1 
3 
< A(p,8) | +(to8.) M2(9f,r)M2(8g,r) dr, 
0 


by Lemmas 1 and 3. Observing that 


M?(dg,r) = r?M2(g',r) < 


~~ (l—r)?’ 
that M?(5f,r) < M;(f'.7), 
3 
and that (log) < A(l—r)8 
r 


for 0 < r < 1, we obtain 


1 
My(h, 1) < A(p,8) | (1—r) M5 (f',7) ar; 


0 
and the conclusion follows from Lemma 2. 


The case p = 1, s = 2 

7. There is a much simpler proof when p = 1, s = 2 (a case which 
includes Paley’s theorem). 

We may suppose f ‘wurzelfrei’, and write 

f= = (> «,2*}, 

so that Ay = Ay Ay Oy Opp... + AXp My 
and la, | = A <0 (7.1) 

* This formula is simpler than the corresponding formula for h”, and it is 


for this reason that we have worked throughout in terms of # rather than 
with ordinary derivatives. 
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We have to prove, substantially*, that (7.1) and 


B. = 2 v?|b, |? = O(n?) (7.2) 
imply > |a,,|?7|5,|2 < 00. (7.3) 


It is plain that, in proving this, we may suppose «,, and b,, positive 
Now 


somes © , ” =— 9 
a, = z ty = 4 ie ty n—p = “Pn 
ptv=n <4n 


say; and it is enough to prove that > 76% is convergent. But 


Pn SD Deen ab < AD al, 
ey / nmavs 


n $n 
de 
9 9 aie 9 9 
> 258 < Ay (noi. "bn *. «) 
. . . 1 in 
which is convergent if 
n 
Sig 9 _ 
5 B, A(e : > «) (7.4) 
1 bn 


n 

is convergent and B, ¥ a3 = O(n). The second condition is satis- 
$n 

fied, by (7.1) and (7.2). Also 


iw 1 l ~~ l 
A = > 7)<(s- a? + —(at,+a2.1), 
fe : 3) : (r: in >, 7 mattn ran +1) 


where a;,, means 0 if x is odd. The second term contributes to (7.4) 


an amount O(n?) 


> 2 (ofa Xin) < 00; 
n2 
and the first contributes 
7 
O\-) = 2 O(1) <0. 
“2 > (") 2 »y O(1) 


O(n?) = 
> n3 'S % 
n bn 
8. We have expressed everything in terms of power series, and 
this is essential when p = 1. But when p > 1 we can extend the 
results to general Fourier series. Thus we have 


sh 


THEOREM 2. Suppose that p > 1, s >1; that 
—_ > a, er 
—o 


is L®; that u(r, 0) = > bri” enid 


* In order to prove that (b,) is a (1—>2)-sequence. If we assume that 
dy = 0, we can arrange the argument so as to prove the inequality (3.7). 
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satisfies / o is] 


1l—r]’ 


er 7 eu .* 
where u’ is one or other of ot or <u. and that 
or = 08 


1 1 


A p 


Then H(é) ~ ¥ a,b, er 
is DA, _ 
This follows from Theorem 1 when we observe that (after M. Riesz’s 
theorem) , ‘ 
Noni [nl plnii 
> fn gsi ; >> fn aia 
are power series of L”, and that (after a theorem of our own) the 


> b,, pren ‘0 2 on pinlelniid 
n< 


n>0 


series 


satisfy (3.6). 


9. The condition p >1 in Theorem 1 is essential. If p <1, 
5 > 0, then 


1 1-3 
fle) = Env 


is L?, and 


‘ , : 1 
is not DA for any A if —-—1>8. 
p 
10. There is an analogue of Theorem 1 in which the condition 
(3.6) is replaced by 
Mg’) = O((1—r)F), (10.1) 
where k is positive. We state this theorem here without proof, but 
the statement requires a few words of preliminary explanation. 
Suppose first that 0 << k < 1. Then the condition (10.1) is equi- 
valent to the condition that G(@) = g(e’’), the boundary function 


* The two forms of the hypothesis are equivalent. See Hardy and Little- 
wood (4), 410, Theorem 1. It is not necessary for this that s > 1. 
+ The one referred to in the preceding footnote. 
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of g(z), belongs to the class Lip(k, s), i.e. that 


= [ \G(0-+h)—G(6—h)|* dd = O(\h\**).* 


yA ig 
J 


— 


The equivalence may be stated more generally, but requires an 
extension of the definition of the class Lip (k,s). We shall say that g 
is Lip(k, s), for any k > 0, if [k] = « and g is Lip(k—«, 8), i.e. if 


M,(g¢**») = O((1—r)#¥-*-1).T 
Then we have 


THEOREM 3. Ifp>0,s>1,k 


(so that p <2 <w), f is L”, and g is Lip(k,s), then h is LA. 


In other words, (b,,) is a (p — A)-sequence whenever g is Lip(k, s). 

It will be observed (i) that p can now be less than 1, and (ii) that 
the number 2 no longer appears in the conditions. There are indeed 
four cases of the theorem, viz. 


() O< pt, 
(3) l<p<2<A, (4) 2<p< 


and Theorem 1 corresponds to case (3) only, the other cases falling 
out when k= 0. We proved in §9 that (5) the conclusion of 
Theorem 1 becomes false when p < 1. We may add that (6) it also 
becomes false when 1 < p< A< 2 or when 2< p< A; but the 
proof of this depends upon the most difficult of the theorems proved 
by Littlewood and Paley in their paper quoted on p. 163.{ 


* Hardy and Littlewood (3, II), Theorem 48. 

+ In particular, the class Lip(0,s) is the class of g satisfying (3.6) for 
some C. 

{t Littlewood and Paley (5). We can prove cases (1) and (3) of Theorem 3 
(like Theorem 1) without using any of the Littlewood-Paley theorems; the 
proofs are indeed a good deal easier than that of Theorem 1. The other cases 
of Theorem 3 require their Theorem 5. The most difficult of their theorems, 
viz. Theorem 7, is needed only in proving (6). 








NOTES ON THE THEORY OF SERIES 
REFERENCES 

. G. H. Hardy, Proc. London Math. Soc. (2), 14 (1914), 269-77. 

. G. H. Hardy and J. E. Littlewood, Math. Ann. 97 (1926), 159-209. 

. ——, (I) Math. Zeits. 27 (1928), 565-606 ; (II) Math. Zeits. 34 (1932), 403- 
39. 

. ——, Journal fiir Math. 167 (1932), 405-32. 

. J. E. Littlewood and R. E. A. C. Paley, (I) J. of London Math. Soc. 6 
(1931), 230-3; (II) Proc. London Math. Soc. (2), 42 (1936), 52-89; (IIT) 
Ibid. (2), 43 (1937), 105-26. 

. R. E. A. C. Paley, Annals of Math. 34 (1933), 615-16. 

. P. Stein, J. of London Math. Soc. 8 (1933), 242-7. 

. A. Zygmund, Trigonometrical Series (Warsaw 1935). 








EINE VERALLGEMEINERUNG DER TRANS- 
FORMATIONEN VOM FOURIER-TYP 


Von H. KOBER (Breslau) 
[Received 14 March 1937] 


1. Es bedeute 7’ eine durch die Funktion x(x) bestimmte Trans- 
formation von folgender Eigenschaft: 
zu jeder Funktion f(x) der Klasse L?(0,00) gehére eine Funktion 

g(x) derselben Klasse durch die Gleichung 

[ oe) ag = [ y* ae; (1.1) 

0 0 
ferner gehére zu x(x) eine Funktion y*(x) und zu 7’ die Umkehrungs- 
transformation 7'-! 

[ se) ae = [oy a 

0 0 
Die Transformation 7'[x] soll eine Plancherel-Watsonsche genannt 
werden. Herr Plancherelf hat namlich die Fille x(x) = x*(x) = sinz 
und x = x* = 1—cosa, Herr Watson{ dann den allgemeinen Fall 
x(x) = x*(x) (x(x) reell) behandelt, Herr Plancherel§ dann die 
Resultate fiir den Fall y*(~) = x(x) verallgemeinert. Diese Trans- 
formationen der ‘Fourier-Klasse’—und keine andere Transformation 
der Plancherel-Watson-Klasse—sind unitire Transformationen. Es 
gibt aber sehr einfache und wichtige Fille, fiir welche diese Theorie 
nicht ausreicht; bezeichnet man nimlich die Gesamtheit der Trans- 
formationen mit x(x) = x*(#) als die “‘Watson-Klasse’, so ist z.B. 


fiir nicht reelles v, mit R(v) > —1,|| 


x(x) = [ NES (E) dE = x*(x), x*(x) verschieden von x(2). 


0 


+ Rend. di Palermo, 30 (1910), 289-335. 

{t Proc. London Math. Soc. (2), 35 (1933), 156-99, s. auch E. C. Titchmarsh, 
J. of London Math. Soc. 8 (1933), 217-20; G. Doetsch, Math. Annalen, 113 
(1937), 226-41. 

§ J. of London Math. Soc. 8 (1933), 220-6. 

In einer weiteren Arbeit des Verfassers wird die Hankelsche Transforma- 
tion fiir Funktionen f(#) der Klasse L”(0, 00), 1 < p < 2, fiir komplexes v und 
beliebig grosse negative Werte von R(v) behandelt. 
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Hier sollen jetzt notwendige und hinreichende Bedingungen fiir 
die Funktion x(x) einer Transformation 7 der P.-W.-Klasse bestimmt 
werden (Abschnitt 3). Ferner sollen hier gewisse Zusammenset- 
zungen von Transformationen, sog. Faltungen, behandelt werden, 
also Vorschriften, durch die man aus zwei beliebigen Transforma- 
tionen der P.-W.-Klasse eine dritte derselben Klasse konstruiert. 
Eine solche Regel ist fiir die Fourier-Klasse bereits von Herrn 
Hardy} gegeben worden, eine andere ohne Beweis in einer friiheren 
Arbeit vom Verfasser.{ Grundlegend ist fiir diesen Teil (Abschnitt 5) 


folgender Satz: 


Satz 5. Das Produkt einer ungeraden Zahl von Transformationen der 
P.-W.-Klasse gehért wieder zur P.-W.-Klasse, das Produkt einer 
geraden Zahl nicht. 

Demzufolge bilden die Transformationen der P.-W.-Klasse, ebenso 
die irgend einer Unterklasse, keine Gruppe. 

Im Abschnitt 4 werden selbstreziproke Funktionen behandelt. 

Bei den folgenden Untersuchungen wird eine von I. W. Busbridge§ 
entwickelte, von G. Doetsch in modifizierter Form vervollkommnete, 
Methode in der urspriinglichen Gestalt benutzt werden. 


2. Hier sollen notwendige und hinreichende Bedingungen fiir 
eine Transformation 7| x], Gleichung (1.1), ohne Riicksicht auf die 
Méglichkeit der Umkehrung, aufgestellt werden. 

Alle auftretenden Funktionen einer reellen Variablen diirfen 
komplexwertig sein. Die Mellinsche Transformierte F(t) einer 
Funktion f(x) aus L*(0,00) bedeute hier stets die Funktion 

F(t) = [ fla)a-+# da (M?), 
0 
das Integral ist fiir 2 > 0 und x > © als konvergent im quadratischen 
Mittel zu verstehen. Bekanntlich gehért F(t) zu L*(—oo,00), f(x) ist 
die Mellinsche Umkehrungstransformierte von F(t), 


fie) = 5 | F(t)a-*- dt (M2). 


—@ 


t Math. Zeits. 39 (1935), 619; G. Doetsch, Math. Annalen, 113 (1937), 
5-76. 


§ J. of London Math. Soc. 9 (1934), 179-87. 


+ Proc. Cambridge ‘Phil. Soc. 31 (1935), 1-6. 
4 
t 
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HiiFssatzyt 2 (i): Wenn f,(x) und f,(x) zu L?(0,00) gehdren und F,(t) 
bezw. F,(t) die Mellinschen Transformierten sind, ist 


x oc 


[ fwrfalu) du = 2 [ ROR(—o a. 


e 


0 —o 
HILFssatz 2 (ii): Wenn f(x), g(x) und x(x)/x zu L*(0,00) gehéren und 
F(t), G(t) bezw. w(t)/(4—it) die Mellinschen Transformierten sind, wenn 
ferner fiir jedes x > 0 


x 
e 


‘ (ta 
[ oe) ae = | sy at (1.1) 
0 0 
ist, so ist G(t) = F(—t)w(t) in (—oo,00), d.h. fast diberall 
G(t) = F(—t)w(t). 

Es bedeute namlich g,(é) die Funktion, die gleich Null fiir € > z, 
gleich 1 fiir 0<€<~az ist, ihre Mellinsche Transformierte ist 
xt+t/($-+-at), die von y(ta)/t ist w(t)a!-“/($—it). Wendet man sowohl 
auf die linke wie auf die rechte Seite Hilfssatz 2 (i) an, so folgt 

7 git git | 


lay) has oe 


fe J tie 


Nun gehoren aber die Funktionen G(¢), 1/($—it), F(—t), w(t)/(4—?) 
zur Klasse L?(—oo,00), also die Funktion 
U(t) = G(t)|(}—it)— F(—t)w(t)/(4—it) 

zu L(—oo,0o); da aber wegen (2.21) die Fourier-Transformierte von 
U(t) gleich Null ist, ist nach bekannten Satzent U(t) = 0, also 
G(t) = F(—t)w(t). 

Aus dem Gange des Beweises§ ergibt sich unschwer die Umkehrung 

HILFSsATz 2 (iii): Wenn F(t), G(t) und w(t)/(4—it) zu L?(—o0,«) 


gehoren und f(x), g(x) bezw. x(x)/x die Mellinschen Umkehrungs- 
transformierten sind, wenn ferner G(t) = F(—t)w(t) ist, gilt (1.1). 


dt = 0. (2.21) 


Satz 2. Damit jeder Funktion f(x) der Klasse L*(0,00) durch die 
Gleichung (1.1) eine Funktion g(x) derselben Klasse zugeordnet werde, 
ist notwendig und hinreichend, dass\| y(x)/x die Mellinsche Umkehrungs- 


+ Busbridge, l.c. 
t Bochner, Vorlesungen iiber Fouriersche Integrale, Leipzig 1932, S. 47. 
§ Cf. Busbridge, l.c.; Doetsch I. 
Dass also x(x)/a C L*(0, 0), und dass das Produkt aus ($—7t) und der 
Mellinschen Transformierten von y(x)/x beschrankt ist. 
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transformierte einer Funktion w(t)/(4—it) ist, wobei w(t) fast dberall 
in (—00, 00) beschriinkt ist. Uberdies ist die Adjungierte von T[x] gleich 
T(x] und T[x] beschriinkt, wenn also f,(x), f.(x) zu L*(0,00) gehdren 
und g,(x), go(x) die durch (1.1) zugeordneten Funktionen sind, 


[ gslwfol) dee = [ golx)fi(x) de, (2a) 
a 0 

[ Ig(a)|2dax < € | [f(w)|? de. (2b) 

0 a. 

Beweis der Notwendigkeit. Aus (1.1) und der Voraussetzung folgt, 
dass y(x)/x zu L*(0,00) gehért.t Wenn F(t), G(t), w(t) die Bedeutung 
des Hilfssatzes 2(ii) haben, so ist nach diesem Satze F(—t)w(t) = G(d), 
also das Produkt aus w(t) und einer beliebigen Funktion aus 
I?(—co,00) eine Funktion derselben Klasse. Sei nun ¢(é) eine 
beliebige Funktion aus L(—oo,0), also ./6(t) c L*(—00,00), so muss 
auch w(t)/(t) zu L?(—o0,00), also w(t)d(t) zu L(—o0,00) gehGren. 
Wenn aber fiir jedes ¢(t) c L(—o0,0) auch Q(é)d(t) zu L(—oo0,00) 
gehort, ist analog einem Lebesgueschen Satze{ Q(t) beschrankt bis 
auf eine Menge vom MaBe 0 (diese Einschrankung soll fortan ohne 
besondere Erwahnung als selbstverstandlich gelten). Daher ist w(t) 
und somit w(t) beschrankt, |w(t)| < A. 

Die Bedingung geniigt aber auch. Da |w(t)| << A ist und a(t) 
messbar sein muss, gehért fiir jede Funktion F(t) aus L?(—oo0,0) 
auch G(t) = F(—t)w(t) zu L?(—oo,00). Sei g(x) als die Mellinsche 
Umkehrungstransformierte von G(t) bestimmt, dann gilt (1.1) nach 
Hilfssatz 2 (iii). 

Uberdies ist nach Hilfssatz 2(i) mit Riicksicht auf 


Gt) = F(—to(t) (¢ = 1,2), 


8) 


Gy(—OR) at = 5 [ R(DA(— dt = | gy(a) fy) ae. 


0 


Da ferner die Mellinsche Transformierte von f(x) die Funktion F(—t) 


+ Plancherel, IT, l.c. 221. 
t Ann. de Toulouse (3) 1 (1909), 25-117. Unser Fall leichter beweisbar. 
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ist und auch |w(t)| < A ist, folgt 
[ lg(x)|* dex 
0 

it. os 2 
“— [ (—na-9 dt = > | 


aa “7 
~~ —o 


|F(0)|2|co(—t)|2 dt < A? | |fla) det 


x 
Wenn nun x(x) = | K(€) dé ist, folgt mit Hilfe der letzten Glei- 
0 
chung unter Gebrauch dhnlicher Uberlegung wie bei Plancherel 
(S. 223): 
Satz 24. Damit fiir jede Funktion f(x) aus L?(0,00) 
n 
g(x3€,n) = K(ta)f(t) dt (e, > 0;€, > 0;n >a) 


im quadratischen Mittel gegen eine Funktion g(x) aus L7(0,00) kon- 

vergiert, ist hinreichend, dass x-\lim ( K(&) dé die Mellinsche Um- 
&=0 § 

kehrungstransformierte einer Funktion w(t)/($—tt) ist, wobet w(t) in 

(—00,00) beschriinkt sein muss.{ Ausserdem gilt (2a) und (2b). Falls 

ausserdem K(E)c L?(0,5) ist, kann man die untere Grenze ¢, des 


Integrales durch 0 ersetzen, g(x;«,n) durch g(x; 0,n). 


3. Die Bedingungen der Plancherel-Watson-Klasse 
Satz 3. Damit T[x| zur P.-W.-Klasse gehdrt (s. Einleitung), ist 
notwendig und hinreichend die Existenz zweier positiver Konstanten 
A und A* von der Art, dass x(x)/x die Mellinsche Umkehrungstrans- 
formierte einer Funktion w(t)/(}—it) ist mit (A*)-*? < |w(t)| << A. 
Fiir die entsprechende Funktion w*(¢) der Umkehrungstrans- 
formation T'-[ y*] gilt: A-? < |w*(t)| << A*, ferner ist 
w(t)w*(—t) = 1, (3.1) 
[ Igw)|? dx < A? |f(w)|@dx, | |flw)?dw < (A*? [ ig(x)|2 dx, 
0 0 0 0 
t+ (2b) folgt auch aus bekannten Transformationssatzen. 
x 
t Also ist vorausgesetzt: (i) f K(&) dé konvergiert bei jedem endlichen posi- 
; 6 
tiven x fiir 6 — 0 gegen einen endlichen Wert x(x). (ii) x(#)/a C £7(0, 0). (iii) 
Das Produkt aus (4—7t) und der Mellinschen Transformierten (4M?) von 
x(x)/a ist in (—00, 00) beschrankt. 
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[ gslw file) de = [ gy(a)fule) de. 
0 0 


Beweis. Aus Hilfssatz 2 (ii) und Gleichung (1.1) bezw. (1.2) folgt 
namlich 

G(t) = F(—de(t), F(t) = G(—t)w* (0), 
hieraus sofort als notwendige Bedingung (3.1). 

Da aber nach Satz 2 aus (1.1) und (1.2) sowohl die Beschranktheit 
von w(t) wie die von w*(t) folgt: |w(t)| << A, |w*(t)| < A*, ergeben 
sich aus (3.1) AA* > 1 und die Beschranktheit von w und w* nach 
unten. Wenn umgekehrt (A*)-' < |w(t)| < A ist, kann man aus 
(3.1) eine beschrankte und messbare Funktion w*(¢t) und somit 
nach Hilfssatz 2(iii) die Umkehrungstransformation 7J'—{y*] be- 
stimmen. Die iibrigen Behauptungen folgen aus Satz 2. 

Fiir die Fourier-Klasse ist * = x, also w*(¢) = w(—1t), somit 
erhalt (3.1) die Form |w(t)| = 1+, die Bedingung der Beschranktheit 
von w(t) wird iiberfliissig. Die Bedingungen der Watson-Klasse 
(x = x*) lauten w(t)w(—t) = 1, |w(t)| < A. 

Aus (3.1) folgt mit Hilfe von Hilfssatz 2(i) (ahnlich wie bei Bus- 
bridge, |.c.) a 

| x(vu) (yu) du = min(x, y), 


U 
0 


diese Bedingung aber geniigt im allgemeinen Falle nicht, auch nicht 
fiir die Watson-Klasse, wie das Beispiel w(t) = exp(}log|t|sign ?) 
zeigt. Auch die Bedingung w(t)/(4—7t) c L*?(—o0, 00) geniigt natiirlich 
nicht.t{ Man erhalt ferner (entsprechend dem Satze 24) fiir die 
Transformationen 
g(x) = | K(te)f(t) dt (M*), fix) = | K*(tx)g(t) dt (A) 
0 0 

in den Fallen K*(x) = K(x) (Fourier-Klasse) bezw. K*(x) = K(x) 


(Watson-Klasse) ausser den Bedingungen von Satz 3 noch zusitz- 
x 


lich die hinreichende Bedingung x(x) = j K(é) df (Cauchy), ah. 
0 
x(x) = lim | fir 8 > 0. 
5 


+ Plancherel IT, L.c. 
t In der Literatur ist hieriiber ein Irrtum verbreitet. 


N 
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Fiir die Anwendungen ist noch folgender Satz 3 (i) niitzlich: Es sea 


e > 0, die Funktion x(x) = if K(&) dé (Cy) set gleich O(x'+*) fiir x + 0, 


O(a?-*) fiir x > co, dann ist 
w(t) = | K(x)x-*+t dx (Cy), 
0 
wobei das Integral an beiden Grenzen im Cauchyschen Sinne zu 
nehmen ist. Denn 


M 


| K(x)a-*+# dz. 


al, + 1—it 
C) 


att it |\M 1 
x(x)a-*+" dx = x(x) - 


“ 


C) 
Die Behauptung folgt aus der absoluten Konvergenz des ersten 
Integrales, indem man zuerst 5 gegen 0, dann M gegen oo streben 
lasst. 
4. Selbstreziproke Funktionen 
Damit fiir eine feste Transformation der Watson-Klasse in (1.1) 
g(x) = f(x) ist, ist bei festem w(t) nach Hilfssatz 2 (ii) und (iii) not- 
wendig und hinreichend 
F(t) = F(—d)a(t)Ft. (4.1) 
Es sei ¢(t) beliebig aus L7(0,00) gewahlt; wegen w(t)w(—t) = 1 ist 
F(t) = ¢(t) fir t > 0, F(t) = ¢(—Zd)w(t) fiir t << 0 
die vollstaindige Auflésung von (4.1), man erhalt somit schliesslich 
folgende Darstellung jeder selbstreziproken Funktion als Mellinscher 
nee e von F(t): 


fiz) = p(t)a-*(a-"+-w(—t)a") dt (M*fiirt > 00). 


"4 


Beispiel: ra = 
oily ms zer(" LS Ve “|, 


K(x) = vaJ,(x) fiir Rv) > —1, 
‘ 9h(v4+14+i)l v+1+¢ 
4) = aossonr(e Ei) 


Somit existiert eine ein-eindeutige Zuordnung zwischen den saémt- 
lichen Funktionen der Klasse Z?(0,00) und den in Bezug auf 7x] 


fl) = 2"Hte-22, 


+ Busbridge, l.c. 
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selbstreziproken Funktionen derselben Klasse. J edes der beiden Systeme 
bildet niimlich einen ‘Hilbertschen Raum’.—Fiir die Transforma- 
tionen der Fourier-Klasse erhalt man, wenn man als ‘selbstreziprok’ 
den Fall g(x) = f(x) bezeichnet, durch ahnliche Uberlegung 


@ 


y= [ F@et-tae (MY) 
ZT 


mit F(t) = d(t) kay = ¢g(t)/,/{w(—d}, 
wobei ¢(¢) alle reellen Funktionen aus L*(—oo,00) durchlauft. 


5. Produkt Plancherel-Watsonscher Transformationen 

Die Funktionen f(x), g(x), h(x), m(x),... mégen zu L*(0,00) gehéren, 
ihre Mellinschen Transformierten seien F(t), G(t), H(t), M(@),..., 
durch 7;[ y,] werde f(x) in g(x), durch T)[ x.| werde g in h transformiert, 
u.s.w. Ohne Voraussetzung der Umkehrbarkeit folgt: 

Das Produkt einer geraden Zahl von Transformationen 7}, 7},... 
ist keine Transformation 7[x]| oder aber 7[x = 0], das Produkt 
einer ungeraden Zahl ist eine Transformation 7[x]. T[x = 0] ist 
nicht umkehrbar und kann daher auch nie zur P.-W.-Klasse gehéren. 

Der Einfachheit halber betrachte man nur das Produkt aus zwei 
bezw. drei Transformationen. Wegen 


G(t) = F(—t)w,(t), H(t) = G(—t)w,(t) 


(Hilfssatz 2 (ii)) ist 
A(t) = F(t)w;(—t)w2(2). 


Es mége nun eine Menge Z mit dem MaBe m(#) > 0 geben, also 
auch eine Teilmenge EH’ etwa in 0 < t < © mit 0 < m(E’) < m(£), 
in der w,(—t)w.(t) #4 Osei. Gabe es eine Transformation T|x| = 7, 7, 
so ware H(t) = F(—1t)w(t), also 


w(t) = w,(—t)w,(t) F(t)/ F(—t). 
Wahlt man in EZ’ die Funktion F(t) ~¢ 0, aber F(—t) = 0, so erhalt 
man den Widerspruch: w(t) = 00 in #’. Ist aber w,(—t)w,(t) = 0, 
so ist H(t) = 0 fiir jedes F(t), also w(t) = 0, x(x) = 0. 
Im Falle des Produktes dreier Transformationen 7; 7; 7; ist 
M(t) = H(—t)w,(t) = F(—t)a,(t)wo(—t)w,(¢), 
a(t) = @,(t)og(—Darg(t). (5) 


Diese Funktion w(t) ist messbar und beschrankt, da w,, w. und ws es 














180 H. KOBER 


sind, und bestimmt somit eine Transformation 7'[x]; da w, und ws 
vertauscht werden kénnen, ist 
f = 77,7, = 77,73 

Im Falle der P.-W.-Transformationen ist w(/) auch nach unten 
positiv beschrankt, da w,, ws, ws es sind, also gehért 7 zur 
P.-W.-Klasse; falls speziell 7, T,, 7; zur Fourier-Klasse gehéren, ist 

jw,(t)|} = 1 (¢ = 1, 2,3) 

also auch |w(t)| = 1, also gehért auch 7’ zur Fourier-Klasse. Entspre- 
chendes folgt fiir die Watson-Klasse. So gilt der Satz: 
Das Produkt einer ungeraden Zahl von Transformationen der 
P.-W.- (Fourier-, Watson-) Klasse ist wieder eine Transformation 
derselben Klasse, das Produkt einer geraden Zahl nicht. 

R bedeute die Transformation 

g(x) = zf(z—),_ w(t) = 1, + x(x) = x*(x) = 0 bezw. 1 

fir «<1 bezw. x >1. Wahlt man im Produkte dreier Trans- 
formationen eine gleich R, so erhalt man zwei verschiedene 
‘Faltungen’ S und V. 

1. S= RT,T, = 7,7,R, Umkehrung: 

§-* as FS*F,* RB = BT, Fs". 
2, V=T7, RT, = T, RT,, Umkehrung: 
V2 = FS RT, = Tr RT; * 

die zweite Faltung ist in 7, und 7, symmetrisch. Die Faltung S 
lisst sich als eine Art Umkehrung von V auffassen; sei namlich 
T;' = P, so ist T, = SRP, also ein V. 

Es mégen nun x,, w, bezw. x,, w, die S bezw. V bestimmenden 
Funktionen bedeuten, dann ist nach (5) 

w,(t) = 0,(—tw(t), w(t) = w¥(—twF (2); 
w,(t) = wx(t)o(t), —@¥(t) = wF (w(t). 

Nun ist aber w(t)a'-“/(4—it) die Mellinsche Transformierte von 
x(xu)/u, w(—t)/(4+it) die von x(1/u), x+#/(4+it) die von g,(u) 
(s. Beweis von 2 (ii)), so folgt mit Hilfe von 2 (i): 


o 


S: | x(,) du = [ tae du, (5.1) 


u* 


0 
r.. * xf (uce)xS(w) a 
f e() du =| : a du. (5.2) 
0 0 
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Xo(%) = = | u(t) x) du, 
0 0 


Uu 


Herr Hardy (l.c.) hat bereits x, im Falle der Fourier-Klasse 
betrachtet—und Beispiele gegeben—, Herr Doetsch (II) x,. Im Falle 


= [ K@) dé (Cy) 


folgt leicht (Satz 2.) 
. ms J K,(ux)2™ au (Me), 
x Uu 


2 K,(ux)x (7) aw (M?). 


Falls x(x = | Ke) ) dé (Cy), (i = 1,2,8,v) und x, = x¥, x2 = x? 


ist, so sind durch die Faltungen Watson-Kerne bestimmt. 
Falls K,(x) und K,(2) Watson-Kerne sind, und ausserdem fiir ein 


festes « > 0 
1 M 
o-frcon(y = fro 
8 1 


gleichmassig in jedem endlichen Intervall 0 < x < a fiir 5>0, 
M ->« gegen endliche Werte konvergieren—diese Bedingung scheint 
in den meisten Fallen erfiillt zu sein—ist 


K,(z) = [x K(x oK()F (Cy) 


0 
der Kern der Transformation V = 7, RT, (s. Verfasser, l.c.). Denn 
es folgt dann unschwer, wenn das zweite und dritte Integral hier 
an den Grenzen im Cauchyschen Sinne verstanden werden: 


im f x40 f= | xl IK 7) 5 = - «fm uz) al; ) du — 


0 
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Beispiel 1. 
Ez) = K, (x) = Aaa) cos2*/2, V = 7, RT, = Y-, 


x f dt a 1 = ‘ 
— cos $x? cos —, = a#|— K,(x)— Y)(x)).t 
7 t . 2t* 7 


0 


Beispiel 2. 
K,(x) = 2(a/7)* cos }a*, Ky(x) = xtJ,(42*), V = 7, RT, = V-. 


K(x) = 2 /() | cos 2 (5,] . = J) [ con® knae 
7 i “\2t*] t¢ we) 4u * “vu 
0 0 


- —28(Y re. Ka) 4 


Beispiel 3. 
K(x) = vaJ,(x), Ky(x) = vad(x) (u >—1; v>-—)), 
V =7,RT, = V-. 


, h l\ dt , 
K(x) = x} | xt). (5+ 
0 


Schliesslich noch ein Beispiel 4. fiir die Faltung 1. Art: 7, = R, 
S= RT,R 


Zz «a j L/x 
1 du ] 
.— if = x)—_ =—- x “ 1 ° 
| x(7) du | X1(ux)— 2 | a(7) du; 
0 1 0 


1/zx 


x(7) as | xi(7) du — x 


Xs(%) = (7) du —2x,(2), K(x) = . K,(2) 


6. Die Produktklasse 

Die P.-W.-Produktklasse sei die Gesamtheit aller als Produkt 
zweier P.-W.-Transformationen darstellbarer Transformationen. 
Entsprechend sei die Fourier- bezw. Watson-Produktklasse definiert. 
Ks gilt der: 

+ Yo, Ky, Y2, K, bedeuten Besselsche Funktionen. G. H. Hardy u. E. C. 


Titchmarsh, Proc. London Math. Soc. (2) 35 (1933), 121 u. 122. 
t G. N. Watson, Quart. J. of Math. (Oxford), 2 (1931), 305 u. 309. 
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Satz 6. Eine Transformation U gehért dann und nur dann zur 
P.-W.-Produktklasse, wenn sie in der Form 


f g(€) dé = i flon(7) a (6.1) 


darstellbar ist, wobei T| x| zur P.-W.-Klasse gehért. 

Denn wenn U = 7,7, ist, so gehért T=7,7,R=UR zur 
P.-W.-Klasse, daher ist U = 7R. Durch U werde f(x) in g(x), 
durch R werde f(x) in ¢(x) = a-!f(x-"), durch 7[x] dann ¢(z) in g(x) 
transformiert. So ist 


3 8) 


| g(é) dé = f sox dt = | A(;) xe) dt = { nox?) dt. 
é 3 3 3 


t t’ \t 


Umgekehrt ist jede Transformation U der Form (6.1) gleich T[x|R, 
also das Produkt zweier P.-W.-Transformationen. 

Die Umkehrungstransformation U-" ist gleich (7, T,) = Ty Ty}. 
Sei 1'**| y**] = RT'TS1 = Ty TR so ist O-* = PY y**)R, 


also von der Form , i 


fle) dé = | git)x**(=) de. (6.2) 
; ; t 


Da 7'-[y*], die Umkehrung von 7[x], gleich RT71T771= Ty 'Ty'R 
ist, folgt 7** = RT-R, also nach dem letzten Beispiel des 


5. Abschnittes ss 
l 1 
C0/i\ —. *(_| du —2y*|_—}. 6.3 
x**(x) [x (") Uu —2XX (7) (6.3) 
0 


Die Transformationen der Produktklasse bilden eine Gruppe. 
Denn fir U=7,7, U'=1,T, ist UU’ =17,7,5,7,,=7,T , 
da 7,7,7, = T’ eine Transformation der P.-W.-Klasse ist. Die 
Einheitstransformation ist durch x(x) = 0 bezw. 1 fiir x < 1 bezw. 
«x > 1 bestimmt. Dieselben Gesetze gelten fiir die Produktklassen 
der Fourier- und Watson-Unterklasse. 

Seien G(t), F(t), w(t)/(}—it) die Mellin-Transformierten von g(x) 
bezw. f(x) und x(x)/x, so ist z'+“w(—t)/(4+-it) die Mellin-Transform- 
ierte von y(z/x). Ahnlich wie bei Hilfssatz 2 (ii) folgt: G(t) = F(t)w(t). 
Man erhalt fiir die Transformationen U der Produktklasse ganz 
entsprechende Satze wie fiir die der P.-W.-Klasse und der Unter- 
klassen, so folgenden: 
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Satz 6a. Damit zu jeder Funktion f(x) aus L*(0,00) durch (6.1) eine 
Funktion g(x) aus L?(0,00) zugeordnet werde, und damit eine Funktion 
x**(x) und die Gleichung (6.2) besteht, ist notwendig und hinreichend, 
dass zwei positive Konstante A und A** existieren von der Art, dass 
x(x)/a die Mellinsche Umkehrungstransformierte (M*) einer Funktion 
w(t)/(4—it) ist mit (A**)-? < |w(t)|< A. Fiir w**(t)/($—i), die 
Mellinsche Umkehrungstransformierte (M*) von x**(x)/x, ist 

A+ < |w**(t)| < A**, 
Ferner ist w(t)w**(t) = 1, 


oO 8) 


[ \g(a)|2da < A®[ |f(u)|?du, | |f(u)|? du < (A**)? [ \g(u)|2 du, 
0 0 0 0 


r 2_f L 
[ nlerhe(:)S = [ alerhi(7). 


wenn g,(x) und g(a) die Transformierten von f,(x) bezw. f.(x) sind. 

Der Beweis folgt leicht aus den Satzen 6 und 3. 

Das Produkt U[,] ist dann und nur dann unitar, wenn 7x] 
(s. Satz 6) zur Fourier-Klasse gehért. 

Beispiel. Das Produkt aus der Fourier-cos- und Fourier-sin- 
Transformation; die Umkehrungstransformation U-! ist das Produkt 
aus der sin- und cos-Transformation: 

T,[ Ky(x) = (2/m)* cos x, x,(x) = (2/7)* sin x], 
T,{ K(x) = (2/m)' sin x, x(x) = (2/7)*)(1—cos2)]. 
Sei U = 7,T,, also U = TR, T[x] = 7,7, R = 8, also 
9 i ’ 
x(:) =- | cos ux(1—cos u) * (M? oder Cy); x(x) = dog |a*—1|. 
= ts u 7 
0 
0+ = TF; * = FF: 
: , . au ss 1 z+1 
-) =— | sinursinu— (M?, Cy); x**(x) = —log|——. 
U 7 x—1 


0 
oo 


- if. 2 
| 1€) dg = = | foght—F} ae 
0 


. 
0 
x 


[ ne) ag = —* [ gitog|—* | dt, 


« 


0 ) 
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Somit erhalt man zuniachst fiir gerades, schliesslich fiir beliebiges 


d(x) aus L?(—o0,00) 


| dé == J #(tloglt—5| ar, 


1—F| aes 


(x) c L*(—00,00), J teas = f ipod, 


= { v(x), (" < (y; = U(¢;); t = 1, 2). 


{ve dg = —* | log 


dx 
[ nmw(2)S = 
le.; A. Zygmund, Trigonometrical Series, Warszawa 


+ Cf. G. H. Hardy, 
@ 
t 
Lwow, 1935, 12. 42: y(x | H(¢) dt (Cauchyscher Hauptwert fiir ¢—> 2) 


—@ 








HANKELSCHE TRANSFORMATIONEN 
Von H. KOBER (Breslau) 
[Received 9 April 1937] 
1. Es sei J,(x) die Besselsche Funktion, v komplex, m ganz, 


i  (—1 aay a, (—1)*(3 
r\ 


4 Dk-IM +k +1) k+1)P@+k+1)’ 
(1.1) 


ey +2k 


also J,,,,(z) = J,(x) fiir m < 0. 
Nun sei ®(v) keine ungerade negative Zahl, 

L = U(2,v) = [4{1—R(v)}]  {R(v) < —]}, 1=0 {R(v) > —]}, 
d.h. —1< R(v)+21 < 1, (1.2) 
legt man ferner der Aussage: ‘die komplexwertige Funktion f(x) der 
reellen oe «x gehért zur Klasse D?(a,b), f(x) c L?(a,b)’ den 
Sinn bei, dass i |f(a)|? dx existiert und endlich ist, so gilt der Satz: 


Zu jeder Funktion f(x) der Klasse L*(0,00) gibt es eine Funktion 
derselben Klasse, von der Art, dass 


n oc 


F(a t) = Lim. | Jul (ta) (te x) f(t) dt = | J, (ta)a/(t x) f(t) dt (M?), (la) 


9 0 0 


n x 

f(x) = lim. | J,(tx) (ta) F(t) dt = | J, (ta)J(tx) F(t) dt (M?) 

ae: 6 (1b) 
im Sinne der Konvergenz im quadratischen Mittel ist. 

Transformationen dieser Art gehéren fiir nicht reelles v nicht zur 
‘Fourier-Klasse’,* sondern zur ‘Watson-Klasse’,} der Beweis erfolgt 
auf Grund von allgemeinen Satzen des Verfassers,} die eine Erweite- 
rung der grundlegend gewordenen Ergebnisse G. N. Watsons* 
darstellen. Der Satz ist fiir reelles v > —1 bekannt. 

Allgemein sei nun p (1 < p< 2) festgelegt. Dann{ existieren 
verschiedene Transformationen im Plancherelschen Sinne, so gibt 
es z.B. fiir R(v) > 4+1/p zu jeder Funktion f(x) aus L?(0,00) eine 

* G.N. Watson, Proc. London Math. Soc. (2) 35 (1932), 156-99; E. C. Titch- 
marsh und M. Plancherel, J. of London Math. Soc. 8 (1933), 217-20 bezw. 
220-6. + H. Kober, siehe oben 8. 172-85. 

t E. C. Titchmarsh, Proc. Cambridge Phil. Soc. 21 (1923), 463-73, p = 2, 
v reell, vy > —3; Proc. London Math. Soc. (2) 23 (1923), 279-89, 1 < p < 2, 
y= +}. 
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Funktion F(x) aus [4(0,00) (¢ = p/(p—1)) von der Art, dass 


[ Foo F(u)ut— du = a§~” | Py (te 
& 0 


8) 


| foo du = v4 oo F(t) dt (5".1) 


zx 
mit $,(z) = vzJ,_,(z) ist. Diese und ahnliche Formeln werden hier 
auf gewisse Gebiete von v mit beliebig grossen negativen Werten von 
R(v) erweitert, bei p = 2 fiir fast alle Werte von R(v) (Abschnitt 5). 
Die bisher bekannte Formel dieser Art (5’) war bisher nur fiir 
v > —4 bewiesen. 

Im Abschnitt 6 werden die Formeln (1) zur Bestimmung diskon- 
tinuierlicher Integrale benutzt und zur Diskussion einer Dixon- 
Ferrarschen Transformation. 

Eine Modifizierung Besselscher Funktionen, ahnlich wie sie hier 
durch Verkiirzung erfolgt, ist zuerst von A. L. Dixon und W. L. 
Ferrar* bei den Funktionen K,,(~) und Y, (x) vorgenommen und bei 
der eben erwahnten Transformation verwandt worden, die aus 
diesem Grunde besonders wichtig ist. 8. W. P. Steen} arbeitet 
bereits mit J, (x) bei reellem v im Falle p = 2. 

Herrn M. Plancherel, Ziirich, spreche ich meinen besten Dank fiir 
seine Hilfe aus, ebenso danke ich den Herren G. H. Hardy und A. C. 
Offord,{ Cambridge, und besonders Herrn G. N. Watson, Birmingham. 


2. Verkiirzte (cut) Besselsche Funktionen 
Aus der Potenzreihe fiir J,(x) bezw. aus der asymptotischen 
Entwicklung fiir 2 oo ergeben sich folgende Formeln 


d “Vv - d J, m(X) = J 41,m-1(2) 
yy Fy m(2 t) = = "d, ~1,m(2 ), ra x” ) — one (2.1) 


r 
9\1 

J, A(t) = (=)* coste—Ivn—dx ar) +-C,, , 07+ -8 4 O(ar +24) + O(a!) 
(2.3) 


* Quart. J.of Math. (Oxford) 2 (1931), 31-54, bezw. (3) 1932, 43-59; s. auch 

1(1930), 122-45, bes. 123. + J. of London Math. Soc. 10 (1935), 151-60. 

- Herr Offord hat die Hankelsche Transformation fiir komplexes v(R(v) > — 4) 

im Sinne Cesaroscher Summabilitat behandelt, Proc. London Math. Soc. (2) 
38 (1934-5), 197-216, und 39 (1935), 49-67. 


(x) ~C,,,2"**™ (m > 0;2 > 0), (2.2) 
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fir m>0, |argz| <2, x00; O,C’ sind bekannte Zahlen; fiir 
m < 0 fallen das zweite und dritte Glied der rechten Seite von (2.3) 
weg. Ferner ist (s = o+-?#) 

a+io ‘ 

[ xvge-a Tits} gy J 
271 J M{4(v—s)+1} — 
firz >0,¢0<1,0<m—1 < —H}{R(s+y)} < m; 

- P{4(v+s)} 
x 78-1 — 9s-1 2 j 
| Saeed te P{3(v—s)+]} 


vym 


(x) (2.4) 


0 
fiir 0 << R(s+v)+2m < 2,0 < 3 
(2.4) gilt bekanntlich im Falle m=0 fir o< 1, o+ R(v) > 0. 
Hieraus erhalt man den Fall m > 0 durch Verschiebung des Inte- 
grationsweges nach links und Cauchys Satz. (2.5) gilt bekanntlich, 
wenn man das Integral fiir sr 0 im Cauchyschen Sinne* versteht, 
im Falle m = 0, R(v) > —# fiir o < 3, o+ R(v) > 0, (2.5) folgt fir 
m > 0 aus (2.4) durch Mellins Umkehrungsformel, zunachst aller- 
dings nur fiir o < 1, gilt aber aus Regularitatsgriinden auch fiir 
0 < R(s+v)+2m < 2,0 < 3. 


3. Die Klasse L°(0, «) 
Es sei K(x) = veJ,,(a), x(x) = [ K(é) dé, z.B. R(v) < —1, dann ist 


wegen |R(v)-+2/| < 1 und (2.2) aad (2.3) 
x(a) = Ofa*+2+H) — O(a) (0>4; 20), 
x(a) = O(1)-+O(e%-4)+ O(log.x) = O(a) (y < 4; +00), 
also x(«)/x 2(0,00). Es ist nun, nach Satz 3(i),f wenn man setzt 


n a0 


: [ Sra dz = | x(x)a-t+# daz (M?), 


1/n 0 


t 


yx) Vaax-tt# dz (Cy) = 2 


1 
2 
1 
2 


$(v-+1—zt)} 


wegen (2.5) mit o—1, m=l/. Mit Riicksicht auf die’ bekannte 


ie 
Abschatzung 
D(s) = O(|t|?-te-"7/2)  (o fest, |t| > 00) 


* Ein solcher Sachverhalt soll jetzt hier immer durch den Zusatz (Cy) 
bezeichnet werden. t+ Verfasser, l.c. 
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ist w(t) und w(t) beschrankt, also gehért nach Satz 3* die Trans- 
formation [ f(x) beliebig aus L7(0,00), g(x) c L*(0,00)] 


x 


| a0 au = | 709 a 


zur Plancherel-Watson-Klasset, und da hier noch w(t)w(—t) = 1 ist, 
zur Watson-Klasse,} f(x) und g(x) kénnen also vertauscht werden, 
und aus allgemeinen Satzen{ folgt die Giiltigkeit von (1a, b), 


= | J,Ate) (tx) fit) dt (MM), (la) 


=[4, (tx) F(t) dt (M?). (1b) 


4. Konvergenz im Mittel 
Es sei 
i) |d(z,y)| < A fir2 > 0, y > O bis auf eine Menge vom MaBe 0, 
(ii) jeder Funktion f(x) aus L*(0,00) eine Funktion g(x) derselben 
Klasse zugeordnet durch die Gleichung 


me “fp af $10.9 du. 


Dann gibt es zu jeder Funktion F(x) aus L”(0,00) (p fest; 1 < p < 2 
eine Funktion 


index q 


G(x) =H [ rg d(t,x) dt = [ P08 d(t,x)dt (M2) ( 


n—->2 


ferner ist [ |G(a)|*da < a(j [ | F(a) |? ax) 
0 0 

Dieser im wesentlichen von M. Plancherel§ herriihrende Satz 
lisst sich durch leichte Modifikation seines Beweises unter Beriick- 
sichtigung eines Satzes von 8. Bochner/| erhalten. Mit dessen Hilfe 
kann man die hier im Abschnitt 5 entwickelten Formeln leicht in 
allen Fallen erhalten, in denen ¢(x,y) = VuJ,,(u) als Funktion von 

* Verfasser, l.c. + Verfasser, l.c., Abschnitt 1. 
+ Ebenda, Abschnitt 3 u. Satz 2a. 


+ 


§ Comment. Math. Helvetici 1 (1929), 273-88. 
Annals of Math. 35 (1934), 111-15, s. Remarks, Theor. 1 u. 2. 
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u = xy fiir die dort zugelassenen Werte von v,/ beschrankt ist. Zur 
Erledigung des allgemeinen Falles aber ist folgender Satz erforder- 
lich, der die Verallgemeinerung eines Satzes von E. C. Titchmarsh* 
darstellt: 

THEOREM 4. Hs sei z > 0, 

(i) p fest, l<p<2, 

(ii) K(z) beschrinkt und integrabel in (x, «-1) fiir jedes feste « > 0, 

(iii) K(z) = O(z-) fiir z+ 0, festes yn < gq? = 1—p-, 

(iv) K(z) = Bcosz+ysinz+O(z-?) fiir z->00, festes p > 4, kom- 
plexes B und y, 

(v) f(x) c L”’'(0,00) fiir irgend ein p’, wenn p < p’ < 2 ist. 
Dann existiert, im Sinne der Konvergenz im Mittel vom Index 
q = p'|(p'—}), 


index q’ 


F(x) = lLi.m. { Kes ee [ K (tx) f(t) dt (M*), 
’ . 


8) 


n> 
0 


x x 
ry “ 1((p’—1) 
| F(a) | da < A | f(a) |? as) ‘ 
0 0 
Der Satz wird hier sogar fiir p > 1/q’ bewiesen. Dem Beweise 
miissen folgende Satze vorangeschickt werden: 
Es sei p fest gegeben, p > 1, gq-! = 1—p-, dann gilt der 


HinFssatz 44. Wenn 


n<1—pt=q,  fie)c 10,0), —{ |fa)\p>de =H 
ist, dann ist . 
Uu oO 
d(u) = uI- | f(a)a- da c L(0,00), \b(w) |? du < AH. 
0 0 
A bedeute eine feste, von H unabhiingige Konstante.+ In iiblicher 
Weise tragen fortlaufend verschiedene Konstanten die gleiche 
Bezeichnung A. 


Beweis. Wegen 1/q—7 > 0 ist nach Hélders Ungleichung 


mg = Ilp/ ~ 1/q 
| |f(x)|a-n da < (| \f(x) |? is] ( | aa az) < AH'py'a-n, 
0 0 0 (4.1) 
* J.of London Math. Soc. 1 (1926), 195-6. 
+ Durch Verscharfung des Beweisganges folgt A = {q/(1—7q)}”, ef. G. H. 
Hardy, Messenger of Math. 54 (1925), 150-6 und 57 (1927), 12-16.—Im 
trivialen Falle f(x) = 0 gilt fortan stets das Gleichheitiszechen. 
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Es sei0 < A < 1, ¢,(u) = uw? f iflee |e” dx, dann ist |¢(w)| < ¢,(u), 


A A u p 
(A) = | |dx(u) |? du = | wr? | |f(x)|a-a dx) d 
J u u Bh (/ f(x) \x 2) u 
u A 


_ Bsn sesise® | ds p 
= Fess] | f(x) |x " da) + 


1 


A a ai 
4+—P __ | to-2¥n- f(u)|{ [ [fle)|a-a de) dw 
pl—7 =i (J 


< AH+ Tes | (fir )|? w)/? du). (if uPa- of \f(x)|a-” dx)" au} 
1/A 


< AH+AHg()1-1P, 
da ja p(n—1)+1 = —p(1/q—n) < 0 ist; daher ist 


<li} 


Hieraus folgt g(A) < AH, fiir A > oc die Behauptung. 


Hitrssatz 4B. Unter den Voraussetzungen von 44 und p < 


@ 


1-1/p 


2 ist 
1/u x 
F(u) = | (xu)-"f(x) dx c L%(0,00), | |F(u)|¢du << AHM-», 
0 0 
Beweis. Fiir die Funktion ¢(u) des vorhergehenden Satzes folgt 
aus (4.1) 
\b(u)| < AHVPydo-1, |p(w) |¢-Pur-? < AHp)-1, 


Nun ist F(u) = u-1¢(u-"), also mit Riicksicht auf 44 


{ F(u)|¢ du = f h(a) |? |b(e) |2-Put-? du << AH. AH@-1 < AH'O-», 


Hinrssatz 4c. Sei p < 2,p > q-, f(x) c L*(0,0), )f \f(x)|? dx = H. 


Dann ist 
«o 


G(u) = u-? [ flw)e-P da c L000), [ |@(u)|¢du < AHM-2, 


l/u 0 


Beweis. Aus der Definition von G(u) folgt 
l/u 
G(u-1)u2p-2 — ypteip-2 [ fla-3)ar-2rae +22 dx. 
i) 
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Setzt man 7 = 2—p—2/p, F(u) = G(u-)u2?-?, so ist y < gu, 


[ | F(u)|¢ du = [ |G(u) |¢ du, [ f(a} a2? |P dx = [ \f(a)|? dx = H. 
0 i 0 0 
Die Behauptung folgt also jetzt aus 4B. 


Beweis des Satzes 4. Es sei » > 0, da der Fall » < 0 trivial ist. 
Aus (ii), (iii), und (iv) folgt 
((z) = Bcosz+ysinz+ L(z), (4) 
|\L(z)| << Az fir z>1, IL|< Az fir s< i. 
Es sei 0 < a < b, f(x; a,b) gleich f(x) fiir a << x < b, sonst gleich 0, 
F(a) = | K(éx)f(t) dt. 
0 
Das Integral konvergiert nach Hélders Ungleichung wegen (v) und 


(iii). Nun ist 
b b 


R,(x)—F,(x) = | K(tx)f(t;a,b) dt = B [ costef(t) dt+y [ sintaf(t) dt + 


0 a a 
l/x 00 


+ | L(te)f(t;a,b) dt + [ L(tx)fitsa,b) dt = $.+-bo+-bs+be 
0 1/x 


Mit Riicksicht auf (4) und die ee 4B, 4C ist, dag-! < (q’)-* ist, 


|b3(x) Di<A | (ta)—”| f(t; a, b)| dt, 


0 


- b 1(p’—1) 
| |P3(a)|% da < al] | f(t) |” i) iia 
0 : 


a 


lp4(x)| < A fi (tx)? | f(t; a, b)| de, 


la 
b 


. . 1/(p’—1) 
[ Ida(x)| dx < Al | ifce) |” at | 


0 


Genau entsprechende Ungleichungen gelten aber fiir 4,(x) und ¢,(2 


So folgt : , Pe 
‘ Mp’ — 


[ F(x) —F,(a)| dx < A( iol at 

0 a 

mit Hilfe von Minkowskis Ungleichung; da die rechte Seite fiir 

a—>oo gegen 0 strebt, konvergiert F,(x) fiir aco im Mittel vom 

Index q’ gegen eine Funktion F(a) der Klasse L”(0,00); a > 0, b > 00 
* E. C. Titchmarsh, loc. cit. [Proc. London Math. Soc. (2) 23 (1923), 279-89]. 
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ergibt den letzten Teil der Behauptung. Der Satz bleibt richtig, 


wenn in der Voraussetzung (iv) Bcosz+asinz ersetzt wird durch 
k=n 
> a,e'** fiir reelle, von 0 verschiedene 6... 


k n 


Satz 44. Es sei K(x) der Kern des Satzes 4, f(t) c L”'(0,0), 


F(a y= | Kee f(t) dt (M*) 


die ‘Transformierte’ von f(x). Wenn ein Funktionenpaar 

h(x) c L”'(0,0), H(x) c L”'(0,0), 
von der Art existiert, dass sowohl H(x) die Transformierte von h(x) als 
auch h(x) die Transformierte von H(a) ist, dann ist 


; h(u) F(u) du = [ H(u)f(u) du; (4.1) 
0 0 

[ h(u)f(u) du = [ H(u)F(u) du. (4.2) 
0 0 
Es sei namlich 


a b 
F,(u) = { K(tu)f(t) dt, —-H,(u) = | K(tu)h(t) dt. 
0 0 
Nun ist A(tu) beschrankt fiir ¢ > u-1, K(tu)(tu)” fir t << u-, nq’ < 1, 
also da nach 4B 1/u 
d(u) = | (ut)-a|f(t)| dt c L*(0, 00), 
a ' b re b a b 
" la(u)| du [ik |K (tu) f(t)| dt = | | + | |< “ f I h(u)|¢(u) du +A” <A 
0 0 00 Olu 
im Falle u-! < a, das Ergebnis gilt sia erst recht fiir w-! > a, 
somit darf man die Reihenfolge der Integrationen vertauschen und 
erhalt 


b a b a 
( h(u)F(u) du = - {0 t) dt J K(tu)h(u) du = Js t)H,(t) dt, 
0 0 
und hieraus durch bekannte Bites iiber Konvergenz im Mittel die 
Parsevalsche Formel (4.1); entsprechend folgt (4.2). 
5. Die Klasse L*(0,0) (l< p< 2). 
Es sei v komplex mit der Einschrinkung, dass entweder 
(a) R(v) > p-*—# oder 
(b) R(v) < p-!—# und mod 2 kongruent einer Zahl sei, die zwi- 
schen p-1—$ und 3—p- liegt. 
3695.8 oO 
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Im Falle (a) setze man 1 == I(p,v) gleich 0; im Falle (6) ist l(p,v) > 0 
eindeutig bestimmt durch 
(b') p3—} < RW)+2l < §—p. 
Dann geniigt K(z) = vzJ,,(z) simtlichen Bedingungen des Satzes 
4 mit 
7 = —R(v)—2I—} < 1—p = ¢", 
= min(1, 3—R(v)—21) > p* >} (s. 2.2 u. 2.3). 
Somit existiert, unter den Einschrankungen (a) und (5) fiir v, — sogar 
auch, wenn in (b) und (b’) 3—p-' durch 3—q-! ersetzt wiirde — 
nach Satz 4 zu jeder Funktion f(x) c L”(0,00) eine Funktion 
F(x) = J, (tx),/(ta) f(t) dt (M24), 
0 
a an alp 
| |F(x)|\¢da < Al | f(x) |? az) ; (5a) 
0 0 
Um nun die iiblichen Formeln Plancherelscher Art zu erhalten, waihle 
man fiir h(u) (Satz 44) gewisse Funktionen einfachster Art. 
h(u) = ui’ fir u<-2, h(u) = 0 fir u >a im Falle (a), 
h(u) = 0 fiir u < 2, h(u) = —u'+ fiir w > 2x im Falle (bd). 
(5.1) 
h(u) gehért wegen (a) bezw. (b’) zur Klasse L”(0,00); ausserdem auch 
zu L?(0,00). Die Transformierte ist im Falle 
(a) H(u) 


x Ur 


= [ J, (tu)vut?+! dt = —u-*-4 ( thy, (t) dt = u-tx’ tJ, ,, (ux), 


0 0 


(b) H(u) = — [ J, (tu)wut?* dt (M4 und Cy) = u-ta’+,,, (ux) 

mit Riicksicht auf (2.1). H(w) gehort zur Klasse L”(0,00), denn 
H(u) ~ Cu-t++1+2 = O(u-), u—> 0, 
7 = —R(v)—21—4 < 1—p? = gq". 

(a) Hi(u) = O(u-), u—-> OO. 

(b) H(u) = O(u-*)+ O(u®™+2-1) = O(u-"),  u>ro, p>p. 
Nun ist aber in dem fiir v durch p begrenzten Gebiet sicher wegen 
(a) und (0’) U(p,v) = U(2,v). H(x) ist die Transformierte von h(x) im 
Sinne der Konvergenz im Mittel vom Index q, aber auch vom 











HANKELSCHE TRANSFORMATIONEN 195 


Index 2, wegen h(u) c L?(0,00). Diese letzte Transformation ist aber 
vom Typ (la), ist daher (Abschnitt 3) umkehrbar. Also ist h(x) die 
Transformierte von H(z) im Sinne der Konvergenz im Mittel vom 
Index 2, also auch vom Index q, wegen H(x) c L”(0,0o) und Satz 4. 
Man kann somit Satz 4.4 anwenden und erhilt schliesslich: 

Satz 5. Fiir jede Funktion f(x) c L®(),00) — natiirlich auch fiir 
f(x) cL’, p< p’ <2—bestehen ausser (5) und (5a) noch die 
Transformationsgleichungen : 


zx 


[ F(ujui’ du = ave | XA) f dt, 


. 


0 


[ flujul+” du = xt+ [ x(t) F(t) dt 


mit c = 0 fiirl = 0 (Fall a), c = « fiirl > 0 (Fall b), 

x2) = Vz J,,43,(2)- 
Wahlt man aber h(u) = —u!-’ bezw. 0 fiir u < x bezw. u > 2, so 
gehért h(u) fiir Riv) << 3—p zu L*(0,00) und zu L?, die Trans- 
formierte ist nach (5), (2.1) 


x 


H(u) = — { J,,(tu)Vut)” dt = u-te"J,_4 (ux) 
0 

und gehért zur Klasse L”(0,00), da hier fiir / > 0 und w—>0 bezw. > 00 

H(u) = O(u-t+®)-14+21+2) — O(u-), n = —R(v)—2—} < gq", 

H(u) = O(u>)+O(u%™+2-) = Ou), p> p. 
So folgt schliesslich durch entsprechende Schliisse wie vorher: Im 
Falle R(v) < 3—p-, wobei v natiirlich noch ausserdem den Ein- 
schrankungen (a) oder (b) unterworfen ist, bestehen ausser (5) und 


(5’) noch die Gleichungen: 


[ Feud» du = at» [ PME) 9 a, 
0 0 
| fou du = x*-” | ie) F(t) dt, 
0 0 


b,(2) = —V2J, 1 141(2)- 
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Im Falle R(v) > $+p— kann man A(u) = 0 bezw. u!-’ fir u <2 
bezw. u > x wihlen, erhalt als Transformierte von h(u) 

H(u) = [ J,(tu)vub— dt (M4 und Cy) = u-ta!J,_,(ux) c L? 
und se shliesslic h anstelle von (5”.2) 


rdu = atv [ PM) 90) dt, 4,(2) = ved,ale), (5"1) 


« 


0 

und die aus (5.1) durch Vertauschung von f und F entstehende 
Gleichung. Wahlt man im Falle R(v) > 4$+p-! die Funktion 
H(u) = u-'J,(ux), so ist H(u) c L?, H(u) c L*, h(u) ist (2v)-ut +a” 
bezw. (2v)-1u!-*2” fiir uw << 2 bezw. u > x wegen 

. f{ dt {ub*”a-”/2v  (u < 2)\ 

ub | J(tx)J(tu)— = Cy), 

| v(t), (tu) > t \ut—’x”/2v (uw >2)J (Cy) 

0 
so folgt schliesslich fiir R(v) > $+p-1, dass ausser (5), (5’), (5”.1) 


noch 


x oO x 


Sd ( F(u)ut+” du + x” [ F(u)ut— du = 2v [ J, (tac)t- f(t) dt 


0 x 0 (5.1) 
und dieselbe Gleichung noch unter Vertauschung von f und F gilt. 


~" 


Diese Formeln kann man auch aus (5”) und (5’) erhalten unter 


Hilfe 
ignlheuas Jysa(@)+9,_4(2) = 2va-4J,(2). 
Es folgt schliesslich im Falle (b) mit Riicksicht auf die leicht beweis-. 
bare Formel 
J 41,m(2 )+d,- 1m+ (2 ) , Qe tS, m+1(2). 
od [ F(u)jut-’ du + a r F(u)ut Y du = —2v ic very(tac)t-* f(t) dt 
0 zr 0 (5’”.2) 
und die Giiltigkeit derselben Gleichung unter Vertauschung von f und 
F; im Falle p-*—3 < R(v) < $—p folgt schliesslich 
[ F(u)u* sinh vlog’) du =v | J, ,(tx)t-* f(t) dt, u.s.w. (5.3) 
x 
0 0 


Fiihrt man anstelle von (a) die beiden Fille 


(a,) p33 < RY) < $—p und (a,) RY) > }4+-p2 
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ein, so gelten (5”.1) und (5”.1) im Falle (a,), (5”.2) fiir (a,) und (5), 
(5”.2) fiir (b), (5”.3) fiir (a,), stets zusatzlich zu (5) und (5’). 
6. Anwendungen auf ‘diskontinuierliche Integrale’ und eine 
Dixon-Ferrarsche Transformation 
6.1. Beispiel. Sei Riv) <1, —1 < R(v)4+21 <1, 1 ganz >0, 
f(x) = x? beaw. 0 fiir x < 1 bezw. x > 1, also f(x) c L*(0,00), so ist 
; 
F(x) = | J, (tx) (ta)A- dt = —a7J,_4144(x) 
0 
mit Riicksicht auf (2.1), also auf Grund von (1b) 
=" eee eh (M? und Cy). (6.1) 


| Aaa), (te) dt = | 0 («>1) J 


0 
Das Integral konvergiert zunachst nur im quadratischen Mittel, 
aber wegen (2.2) und (2.3) auch im Cauchyschen Sinne, aus 


Stetigkeitsgriinden folgt, dass (6.1) dann nicht nur fast iiberall, 


sondern streng gilt. 
6.2. Beispiel. R(v) << —1, —1 < R(v)+21 < 1, f(z) = 0 bezw. 


w+” fiir « < 1 bezw. x > 1, also f(x) c L*(0,00), 


= 8 


P(x) = [ J,,(te) (te) dt = —a-LJ, 1 (x) (M*, Cy), 


[ Srasdtdte) at ={_ 9, OST | Oy). (6.2) 


0 
Formel* erhalten 


Ahnlich kann man natiirlich die bekannte 
(R(v) > —1): 
Y (0<2<1 ; 
é= /-z <a (Cy). 


| Fpsa 4 (te) lo (@>1) | 


0 
6.3. Beispiel. A. L. Dixon und W. L. Ferrar} beweisen folgende 


x 


Transformation 

(x) = [ CAG {2(tx)}4(1) dt, $a) = [ PAZ{2(@)}OW) dt, (6.3) 
0 0 

* G. N. Watson, A Treatise on the Theory of Bessel Functions (Cambridge 


1922), 13. 42. S. dort auch die (5”.1) zugrunde liegende Formel. 


+ loc. cit. 
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wobei n ganz > 0, g = [4] und fiir 1 > ¢c > max(}—n, —1), k > 0, 


e+io 


- _ 1 f (}2)*-*sec% 542 (?) 
Mal2) = 4i J I'(s)P(s+ a ” 2) r( 5 a z 


it (6.4) 
ist. Setzt man O(x) = 2-"F (x), d(x) = x-"f (x), AY, (2Vx) = a" K (a), 
so wird (6.3) zu 
F(x) = [ K(ta)f() dt, — f(z) = [ K(te) F(t) dt. (6.5) 
0 x 
Mit Hilfe des Cauchys Satzes folgt aus (6.4) und (6.5) 
ee x%+n—1 gec?( 437) 


I'(s)P'(s+2n) 


92s a {3(s-+-n)} I'{3(s—n)}a-s 
n)}T{4(1—s—n)} 


ds, 


a = c—2q, b = 1—n—a; 4—n < a < 1—2q, daher 2g—n < b < }. 
Die letzte Gleichung folgt durch die Substitution s = 1—n—s’. Man 
wihle 0 < b < 3, so lasst sich zeigen, dass die Funktion 


yla\/e = x1 j K(€) dé 
0 
gleich 
b+io 
1 f Qs) 


271 J 1—s 
b-—ia 


ads mit 


O(a) = — Perel He—n)} 


as (— 1)*2%-1 
I{3(1—s-+n)}T{4(1—s—n)} 


ist. Wegen Cauchys Satz gilt diese Gleichung auch fiir b = 4; setzt 
man p = n—4, p’ = —-n—}h, w(t) = Q(3+2) = — 


so ist 

a 
2 
— 0 


im Cauchyschen, und, da w(t) in (—00,00) beschriankt ist, auch im 
Sinne der Konvergenz im Quadratmittel. Da aber nach (3.1) w,(¢) und 
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w(t) die Mellinschen Transformierten von K,(x) = (—1)"vxJ,_;(x) 
bezw. K,(x) = vxJ_,_;,(x) sind, ergibt sich aus w(t) = w,(t)w,(t),* 
dass der Kern K(x) durch Faltung aus K,(x) und K,(x) entsteht, 


Intnl VE (Cy), 


K(x) = | Ky(te)K,(7)F = (—1)"vx | 
0 0 


und dass (6.5) fiir jedes f(x) c L?(0,00) im Sinne der Konvergenz im 
Quadratmittel gilt. 


* Verfasser, l.c., Abschnitt 5. 











DER ZUSAMMENHANG ZWISCHEN VERSCHIE- 
DENEN INTEGRALDARSTELLUNGEN 
HYPERGEOMETRISCHER FUNKTIONEN 
Von A. ERDELYI (Briinn) 

[Received 8 May 1937] 

1. Einleitung 
Die 48 Eulerschen Integrale, welche die Gausssche hypergeo- 
metrische Reihe+ 
F(a,b;¢;x) 7 (2dr ae 
int. r\(c), 

darstellen, k6nnen in zwei Gruppen zu je vierundzwanzig eingeteilt 
werden. Es ist sehr leicht, je zwei zur selben Gruppe gehdrende 
Integrale durch eine einfache Transformation der Integrations- 
veriinderlichen ineinander iiberzufiihren, es ist jedoch nicht méglich, 
zwei zu verschiedenen Gruppen gehérende Integrale, etwa- 

; 

t?-1(1—t)e--1(1 —at)-@ dt (1.1) 
—b), 


0 


I(c) 
l(b) re 
(0< Rb < Re) 

['(c) 
P(a)P'(c—a) , 
(0< Ra < Re) 


F(a,b;¢;2x) 


und F(a,6:¢;. 2) = 


auf diese Weise wnmittelbar zu verbinden. Riemann bemerkt 
hieriiber am Schlusse seiner grundlegenden Abhandlung ‘Beitrage 
zur Theorie der durch die Gausssche Reihe F(a, 8, y, x) darstellbaren 


Functionen’{ Folgendes: ‘Die iibrigen Gleichungen erfordern, so 


weit ich sie untersucht habe, zu ihrer Bestitigung durch Methoden 
der Integralrechnung die Transformation von vielfachen Integralen.’ 
Auf Grund dieser Andeutung ist es nach einem vergeblichen Versuch 
von Schellenberg§ am Anfang des Jahrhunderts Wirtinger gelungen, 
die Verbindung zwischen den beiden Integraldarstellungen (1.1) und 


+ In der iiblichen Weise bedeutet 


I(a+r) 1 
c : a). a- oe P me : 
( 1) ( t), T(a) a(a )...(@+7 ) (7 


t (13), Seite 62—78. § Dissertation, Géttingen 1892. 
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(1.2) iiber ein mehrfaches Integral herzustellen. Wirtinger hat ein 
dreifaches Integral konstruiert, das in verschiedener Weise auf ein 
einfaches Integral reduziert einmal (1.1), das andere Mal (1.2) 
ergibt.t 
Es ist eine von der soeben angedeuteten grundsatzlich verschiedene 
Art der Verbindung von (1.1) und (1.2) denkbar, bei der nur einfache 
Integrale herangezogen werden. Um die hierbei zur Anwendung 
gelangende sehr ailgemeine und weittragende Methode zunichst an 
einem recht einfachen Beispiel aufzuzeigen, méchten wir eine Aufgabe 
aus der Theorie der Potenzreihen zum Vergleiche heranziehen, die 
das Grundsitzliche vielleicht deutlich genug zum Ausdruck bringt. 
Liegt die Aufgabe vor, nachzuweisen, dass die beiden Potenzreihen 


> a,2 und ¥ b,(2—1)" (1.3) 
r=0 r=0 


dieselbe Funktion darstellen, so kann man zuniachst so vorgehen, 
dass man (z—1)" nach Potenzen von z entwickelt und die auf diese 
Weise erhaltene Doppelreihe wieder auf eine einfache, nach Potenzen 
von z fortschreitende reduziert. Dieses Vorgehen entspricht der 
tiemann-Wirtingerschen Methode. Ist es aber méglich, die durch 
die Reihen (1.3) dargestellte Funktion f(z) in der Umgebung einer 
(in gewissen Grenzen) willkiirlichen Stelle z, etwa in der Form 


= 2 


f(z) =_ 2 &r(20) (z—2Zp)" (1.4) 


j 
zu entwickeln, so kommt man noch viel rascher zum Ziele. In diesem 
Falle besorgt der willkiirliche Parameter z, die Verbindung zwischen 
unseren beiden Potenzreihen, denn es geniigt offenbar zu zeigen, dass 
a, = ¢,(0) und b, = ¢,(1) ist. Die Gleichheit der beiden Potenzreihen 
(1.3) beruht auf der Unabhingigkeit der rechten Seite von (1.4) von 
dem willkiirlichen Parameter Zp. 

In ganz ahnlicher Weise werden wir die Verbindung zwischen den 
Integraldarstellungen (1.1) und (1.2) dadurch herstellen, dass wir 
eine allgemeinere, noch einen (in gewissen Grenzen) willkiirlichen 
Parameter A enthaltende Integralformel aufstellen, die fiir besondere 
Werte dieses Parameters in (1.1) bzw. (1.2) iibergeht. Von diesem 
Standpunkte aus gedeutet beruht die Gleichheit der rechten Seiten 
von (1.1) und (1.2) darauf, dass die rechte Seite der allgemeineren 
Integralformel (2.1) von dem willkiirlichen Parameter A unabhangig 


+ Wirtinger (16). 
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ist. Die zu diesem Zwecke konstruierte Integralformel (2.1) besitzt 
ein tiber diesen besonderen Zweck hinausgehendes Interesse. Sie 
bringt eine gewisse Eigenschaft der hypergeometrischen Funktion 
der Operation der Faltung gegeniiber zum Ausdruck, und kann wie 
jede Faltungsformel am einfachsten mit Hilfe der Operatoren- 
rechnung abgeleitet werden, worauf jedoch in vorliegender Mitteilung 
nicht eingegangen werden soll. 
“in ganz ahnliches Problem tritt in der Theorie der konfluenten 
hypergeometrischen Reihe 
F(a; ¢; x) 
0 
auf. Die Integraldarstellungen dieser Reihe — diesmal sind es La- 
placesche Integrale — lassen sich ebenfalls in zwei Gruppen trennen, 
zwischen denen zunachst kein unmittelbarer Zusammenhang zu 
ersehen ist. Hier war es E. G. C. Poole, der die Identitat der beiden 
Integraldarstellungen 
(0+,2+) os 
4(a;¢;2) = a) | eru-s(1—2) du (1.5) 


Qari 


a 
—@ 


(x+) 
—_ he “\c—a-—1 
(c)P(a e+1) 1 | ernt-*(1—) du (1.6) 


und ,Fi(a;c;x) = 


I\(a)271 u 


0 
in einer der Riemann-Wirtingerschen Methode entsprechenden Weise 
mit Hilfe eines Doppelintegrals nachgewiesen hat.{ Auch in diesem 
Falle kann eine allgemeinere Integraldarstellung (4.1) angegeben 
werden, welche (1.5) und (1.6) mittels eines in ihr auftretenden 
willkiirlichen Parameters verbindet. 

Die beiden Integraldarstellungen (1.5) und (1.6) der Kummerschen 
Reihe ,Ff, kénnen noch vom Standpunkt der Operatorenrechnung 
aus in sehr schéner Weise gedeutet werden. Sie entstehen, wenn man 
versucht die Kummersche Reihe aus ihrer sehr einfach gebauten 
Laplaceschen Transformierten einmal auf Grund der Bromwich- 
Wagnerschen Umkehrformel, das andere Mal auf Grund des Fal- 
tungssatzes zu berechnen. 

Eine entsprechende Aufgabe tritt uns in der Theorie der Bessel- 
schen Funktionen entgegen, wo sie jedoch mit der Bemerkung 

+ Ich hoffe an anderer Stelle auf die Behandlung der hypergeometrischen 


Funktion mit den Methoden der Operatorenrechnung zuriickzukommen. 
t Poole (12). 
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erledigt werden kann, dass diese Funktionen durch Sonderfille der 
Kummerschen Reihe ,/, ausgedriickt werden kénnen. 

Ganz entsprechende Untersuchungen wurden vom Verfasser bei 
gewissen verallgemeinerten hypergeometrischen Reihen ,F,, sowie 
bei hypergeometrischen Reihen von zwei und mehreren Verin- 
derlichen durchgefiihrt. Um die Rechnungen méglichst einfach zu 
gestalten und den Rahmen einer kurzen Note nicht zu sprengen, 
wurden zunachst nur die auf die einfachsten Falle der Gaussschen 
und Kummerschen Reihe beziiglichen Ergebnisse mitgeteilt. 

Ich méchte nicht verfehlen zu erwahnen, dass mir die Anregung 
zu den in folgenden Zeilen mitgeteilten Untersuchungen aus der 
schénen Arbeit von Herrn Dr. Poole kam. 


2. Die Gausssche Reihe 
Wir zeigen nun, dass fiir die Gausssche Reihe folgende Funktional- 
gleichung besteht: 


1 
PG,.822) = I'(c) [ P90 pF (a, 6; A520) dt (2.1) 


P(A) T(e—A) , 
0 
(ja] << 1;0< RA < Re). 
Der Beweis dieser Beziehung ist sehr einfach. Fiir |x| < 1 konver- 
giert die im Integranden auftretende hypergeometrische Reihe im 
ganzen Integrationsintervall gleichmassig. Daher darf gliedweise 
integriert werden, und die rechte Seite wird gleich 


P(A) P(c—A) &y r!(A), 


1 
TM) OG of aya 32 
HZ 4 1(1—t) dt. 


Die Einsetzung des Wertes des Eulerschen Integrals erster Gattungt 
1 


PA+r)P(c—A) 
A+r—1 c-A-1 am 
| t+7-1(] —t) a= ioivi 
0 


liefert gerade die Bestatigung von (2.1). 
Fiir A = a bzw. A = 6b ergeben sich aus (2.1) wegen 
; F(a,b;a;at) = (1—at)~, (2.2) 
und einer entsprechenden fiir A = 6 bestehenden Beziehung, gerade 
die beiden in der Einleitung angegebenen Integraldarstellungen, 
deren Gleichheit also hiemit nachgewiesen wurde. Diese Gleichheit 
+ (15), § 12.41. 
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beruht, wie man sieht, darauf, dass die rechte Seite von (2.1) vom 
Parameter A unabhangig ist. 

(2.1) wollen wir noch in einer etwas anderen Form anschreiben, 
die den Zusammenhang dieser Formel mit der Theorie der Laplace- 
schen Transformation deutlich zum Ausdruck bringt.} Mit at = u 
geht (2.1) iiber in 


= 


ae 1 ; l a f a 
F(a,6;¢;z) = ——— wr-l\(~¢—u)eA-1 F(a, b; A; u) du, 
(c) P(A)P'(e—A) , 
° (2.3) 
und in dieser Form ist unsere Funktionalgleichung vom Typus der 
aus der Theorie der einseitigen Laplaceschen Transformation 
bekannten Faltungsformeln.t Als die Faltung zweier Funktionen 


F,(x) und F,() wird in dieser Theorie die Verbindung 


F,(x)*F(x) = [ F,(u)Fy(x—u) du = [ F(a—u)Fi(u)du (2.4) 
0 0 
erklairt. In dieser Bezeichnungsweise lautet (2.1) bzw. (2.3) 
ye-l ge-a-1 sg A-1 
—— F(a,b;c;2) = ; 
ro) (a@,05¢;2%) Te- »* ra) 


(0 < RA < Reo), 


F(a,b;A:x) 


und insbesondere fiir A = a und A = b 
ye—l , gc-a-1 
—— F'(a,b;c;x) = = * 
l(c) I\(e—a) 
axe b-1 
: % 
I'\(c—b) 
Diese beiden letzten Gleichungen sind nur eine andere Schreibweise 
der in der Einleitung angegebenen Intergraldarstellungen der 


Gaussschen Reihe. 


3. Die Laplacesche Transformierte der Kummerschen Reihe 
und die aus ihr folgenden Integraldarstellungen 
Die in § 1 angefiihrten Integraldarstellungen der Kummerschen 
Reihe (1.5) und (1.6) kénnen vom Standpunkt der Operatoren- 


rechnung (in ihrer exakten Form als Theorie der Laplaceschen Trans- 


+ Tatsichlich kann (2.1) mit Hilfe der Operatorenrechnung abgeleitet 
werden. 
t Uber die Faltung in der Theorie der einseitigen Laplaceschen Trans- 


formation vergl. Doetsch (2). 
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formation) aus in einer sehr sch6énen Weise gedeutet werden.t| Um 
dies zu zeigen bestimmen wir zunachst die Laplacesche Trans- 
formierte der Kummerschen Reihe. 
Als die Laplacesche Transformierte h(s) einer Funktion H(x) wird 
in tiblicher Weise erklart 
ie 8) 
h(s) = L{H(x)} = [ e*®H (x) dx. (3.1) 


0 
Die Umkehrung dieser Funktionaltransformation in der Form 
K+io 


H(x) = 27 Y{h(s)} = = [ e&*h(s) ds (3.2) 
2at 
K—i®@ 
gilt unter geeigneten Voraussetzungen itiber /(s).{ Fiir unsere Zwecke 
geniigt es anzunehmen, dass h(s) eine analytische Funktion von s und 
in der Halbebene Rs > « regular sei und in dieser Halbebene mit 
wachsendem |s| stirker als 1/s verschwinde. Etwa unter Voraus- 
setzung absoluter Konvergenz der Laplaceschen Integrale gilt ferner 
der sogenannte Faltungssatz (“product theorem’ )§ 


2 {H*K(x)} = 2f{H(x)}2,{K (a)}. (3.3) 


Auf Grund dieser Erklarungen bestimmen wir die Laplacesche 
Transformierte der mit einer beliebigen Potenz multiplizierten 
Kummerschen Reihe. Aus der asymptotischen Darstellung der 
Kummerschen Reihe fiir grosse Werte von |x| kann geschlossen 
werden, dass diese Laplacesche Transformierte fiir Rs > 1 gewiss 
existiert, und ferner kann gezeigt werden, dass bei ihrer Bildung 
gliedweise integriert werden darf. Es ist also 

x x 


: —* (a), [ 
e SLo-b LF, (a -¢: x) dx — pa , =" e 8Lyb+r-1 dx, 
4 ay ri(c a 
0 j 0 
woraus nach Einsetzung des Wertes des Eulerschen Integrals zweiter 


Gattung 


= pF (a,bies-) (Rb > 0) (3.4) 


8 


+ Mit der Anwendung der Operatorenrechnung auf die konfluente hyper- 
geometrische Funktion haben sich beschaftigt: Goldstein (9), Dhar (1), und 
Erdélyi (4-8). 

t Vergl. z. B. Doetsch (3). § Vergl. z. B. Doetsch (2). 
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folgt.t Auf Grund von (2.2) vereinfacht sich diese Beziehung 
bedeutend fiir b = c, denn es ist? 


2,5 R(asesa)| = g*-¢(s—1)-* (Rc > 0). (3.5) 

Die beiden in der Einleitung angefiihrten Integraldarstellungen 
der Kummerschen Reihe ergeben sich nun aus (3.5), und zwar (1.5) 
als Umkehrung der Laplaceschen Transformation (3.5) mittels der 
Umkehrformel (3.2), und (1.6) durch Anwendung des Faltungssatzes. 
Die Anwendung von (3.2) auf (3.5) ist sicher gestattet, wenn Re > 1 
und « > 1 ist. In diesem Falle ergibt sich 


K+i@ 


| e®%g4—¢(s—1)-4 ds, 


Qari 


Ki 
Der von x—ico bis «+100 verlaufende Integrationsweg kann so 
deformiert werden, dass er von ©. e~‘@"®*+™) kommend die Punkte 
0, 1 umkreist und dann nach oo. e-*'*-7) zuriickkehrt, wodurch die 
mit (1.5) gleichwertige Integraldarstellung 

as (0 +51 tT) 

-! 41(4;¢;2) = : . 

1\(c) Qt . 

—oexp( —iarg x) 
entsteht. Die bei der Ableitung dieser Integraldarstellung zunichst 
angenommene Beschrankung von ¢ kann jetzt unbedenklich fallen 
gelassen werden, da durch analytische Fortsetzung die Giiltigkeit von 
(3.6) fiir alle Parameterwerte folgt. 

Zur Ableitung von (1.6) bemerken wir, dass 
ge-a-1 
*\['\(c—a)J 
{2z*-*e*) 
*(P@) J 


Daher ergibt die Anwendung des Faltungssatzes auf (3.5) 


e®%s4—¢(s—1)-* ds (3.6) 


s*-* = & (R(c—a) > 0), 


und (s—l1)-*=2 (Ra > 0). 


ye ge-a-l et—-ler 
—_. Fi (a;¢;2) = . 
T'(c)* 1(45 652) T(c—a)” l(a) 


] : = ape 9 
ane Ug,4 c—a , Ra 3. 
= r@rena) | e“u-l(~— xu) du (0<Ra<Re), (3.7) 


0 
eine mit (1.6) gleichwertige Integraldarstellung. 


+ Vergl. auch Dhar (1) und Erdélyi (6). + (6), Gleichung (2.3). 
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Vom Standpunkt der Operatorenrechnung aus gesehen erscheinen 
die beiden Typen von Integraldarstellungen demnach als die auf 
zwei verschiedene Arten vorgenommenen Umkehrungen einer und 
derselben Laplaceschen Transformation (3.5). 


4. Eine allgemeinere Integraldarstellung der Kummerschen 

Reihe 

Ausser dem im vorigen Paragraphen iiber die Laplacesche Trans- 
formierte konstruierten Zusammenhang der beiden Integraldar- 
stellungen (1.5) und (1.6) der Kummerschen Reihe kann, ahnlich wie 
bei der Gaussschen Reihe, ein unmittelbarer Zusammenhang dadurch 
hergestellt werden, dass fiir die Kummersche Reihe eine allgemeinere 
Integraldarstellung gesucht wird, als deren Sonderfalle sich (1.5) 
und (1.6) entpuppen. 

Diese allgemeinere Integraldarstellung lautet in unserem Falle 


(0+,z2+) 
1(b) x\ du, 
yw’ 


F(a;e;2) = | oF (a;bs0;= (4.1) 


Qari 


b bedeutet eine von 0, —1, —2,... verschiedene, jedoch im itibrigen 
beliebige reelle oder komplexe Grésse. Langs des Integrationsweges 
ist |argu| < zunehmen. Die Herleitung dieser Integraldarstellung 
erfolgt am einfachsten durch Umkehrung der Laplaceschen Trans- 
formation (3.4) mit Hilfe der Umkehrformel (3.2). Fiir Rb > 1 und 
«x > 1 ergibt sich auf diese Weise zunachst 


yb-l 1 K+ i0 " ; a 
Py ut) — ant | e F(apse:2)5. 


x —io 

Setzen wir in dieser Integraldarstellung sx = uw und deformieren 
den Integrationsweg in der u-Ebene entsprechend, so erhalten wir 
gerade (4.1). Durch Anwendung des Prinzipes der analytischen 
Fortsetzung kann man sich jetzt von der Beschrankung Rb > 1 
frei machen, wodurch (4.1) in voller Allgemeinheit bewiesen erscheint. 

Ist 6 eine positive ganze Zahl n+1, so besitzt der Integrand im 
Unendlichen keinen Verzweigungspunkt. Daher kann der Integra- 
tionsweg in (4.1) auf einen geschlossenen Umlauf der beiden Ver- 
zweigungspunkte reduziert werden, und es ist 

(O+,2+) 


' t 
F(a;¢;2) = — | e*F (a,n-+130;2) un 


Dari wn 
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Ist tiberdies noch n < Ra, so kann der Integrationsweg durch den 
Nullpunkt gefiihrt werden, sodass an Stelle der Umkreisung der 
Punkte 0 und x eine im Punkte 0 beginnende, den Punkt x in 
positiver Richtung umkreisende und wieder zu 0 zuriickkehrende 
Schleife tritt. Da ferner nach einer bekannten Transformationsformel 
der hypergeometrischen Reihe+t 


: x 
F (a.n-+1s6: )e n—l 
u 


_ a{e)i'(c—a ase. "-1Flia,n+l;a+n+2—c; 
I'(c—a)0'(ec—n—1) 
D(c)(a+n—e+1) - ( 
(a)\(n+1) 


. = 


. x 

x F{[c—a,c—n—1;c—a—n; 1—-— 

u 

ist, und das Integral iiber den ersten Bestandteil, welcher an der 
Stelle uw = x regular ist, verschwindet, so ist weiterhin 


(2+) 
D(c)\(a+n—c+1) | sits (1-2) a aa 


F,(a;c;x) = 
v1l45 05 2) I\(a)277 u 


0 


Xx F(e—a¢ -n—1;c—a—n;1 -" du (4.3) 
u 


(a> ae = 0,4, 2;-.,). 
Lings des Integrationweges ist | arg(1—a/u)|< m7 zu nehmen. 

Es erweist sich sofort, dass die in der Einleitung angegebenen 
Integraldarstellungen der Kummerschen Reihe Sonderfalle von (4.1) 
sind. Fiir b = ¢ geht (4.1) wegen (2.2) in (1.5) iiber, wahrend das 
fiir b= 1 aus (4.1) entspringende Integral auf dieselbe Art, wie 
soeben bei der Ableitung von (4.3), (1.6) liefert. Jedenfalls beruht 
die Gleichheit beider Integraldarstellungen vom Standpunkt der 
allgemeineren Integraldarstellung (4.1) darauf, dass die rechte Seite 
dieser zuletzt erwihnten Gleichung von b unabhingig ist. 

Durch andere besondere Annahmen iiber den Parameter ) kénnen 
weitere besondere Integraldarstellungen der Kummerschen Reihe 


+ T(a)T(b)l(ce—a)l(c—b) F(a, b; ¢;z) 
I'(a)0(b)T (ce) (e—a—b) F(a, b;a+b—ce+1;1—z)+ 
+T(c)I'(c—a)I'(c—b)I'(a+b—c)(1—z)*-*"F(c—a, c—b; c—a—b+ 1; 1—z) 
Vergl. z.B. (15), § 14.53. 
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abgeleitet werden. Wir erwahnen hier nur noch, dass auf diese 
Weise verschiedene Integraldarstellungen der Kummerschen Reihe 
entstehen, in deren Integranden Kugelfunktionen auftreten. Setzen 
wir z.B. b = ¢/2,¢ so erhalten wir wegent 
. 9 > be (1, 4- 1\42a-c) 
(0,5 2 ) - Bed. deol F*) (‘ ) Qe (1) 
2 “p+l1 tc) I(a) 2 p—l 
nach Kinfiihrung der Integrationsverinderlichen , mittels des 
Ansatzes x/u = 2/(4-+1) die Integraldarstellung 
F(a; c; 2) 
rr (<§4, 845 4.1) 120-0) 
gl-ieeieie—ayni_* \ ebpa( ~ Qt-*(u) du, (4.4 
rea (ey pet) da, (4-4) 


ocexpiw 
in der w der Ungleichung —37 < w+arga2 < —}m geniigen muss. 
(4.4) ist die Verallgemeinerung der bekannten Whittakerschen Inte- 
graldarstellung der Besselschen Funktionen. 


5. Zusammenhang mit gewissen Integraldarstellungen der 

Whittakerschen Funktion W, ,, (x) 

Die im vorigen Paragraphen gefundene Integraldarstellung (4.1) 
der Kummerschen Reihe hangt auf das engste zusammen mit einer 
von ©. 8. Meijer angegebenen Integraldarstellung der Whittaker- 
schen Funktion 
I'(— 2m) 
(4—k—m) 

V9 
+ Pace) km: 1—2m;a)}. (5.1) 
Die (4.1) entsprechende Integraldarstellung der W,.,,-Funktion kann 
im Rahmen der hier verfolgten Gedankengiinge sehr einfach her- 
geleitet werden, indem die Kummerschen Reihen in der Definitions- 
gleichung der Whittakerschen Funktion durch ihre Integraldarstel- 
lungen (4.1) ersetzt werden, wobei allerdings noch in der Integraldar- 
—k+m;1+2m;x) der willkiirliche Parameter } 


aitm F(4—k+m; 142m; x)+ 


Wye m(2) — e-ie| 


stellung von ,F,(4 
gleich 3—k+-m—p und in der Integraldarstellung von 
1 (4—k—m; 1—2m; x) 
+ Auch andere Annahmen iiber 6 fiihren auf Kugelfunktionen. 
t (10), Seite 203, Gleichung (29). 
§ Beziiglich der Theorie der Whittakerschen Funktionen verweisen wir 


auf (15), Kap. XVI insbesondere fiir die Erklirung der W,,,,,-Funktion auf 


§$ 16.41 und § 16.1. 
695.8 Pp 
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derselbe Parameter gleich 3—k—m—vp gesetzt werden médge. So 
entsteht zunachst die Integraldarstellung 

(0+,27+) 


, e~iz 
Wie. m(2) = =— e"G(u, x) du, 


- 2 


I\(—2m)'(3—k+m—p , 
inder G(u,x) = ( Ms P) -+myk-m+p-1 y 


(—k—m) 


7 ; v\ , 
xf (1—z-+m, $—k+m—p; 1++2m;2) + 


I'\(2m)(3—k—m—p) 


-4—my,k+m+p—3 
H vd Uu 7X 
I(3—k-+m) 


. a. 
x (11m, $—k—m—p; 1—2m; ) 
u 


bedeutet. Nach der bereits angewendeten Transformationsformel 
So 
der hypergeometrischen Reihe7y folgt hieraus 
'(—k+m—p)I(3—k—m—p) , 
G(u, 2) = G + py (g—* f ) yA tmak—m+p—-# 


T\(2—2k—p) 
< F(1—k-+m, $—k+m—p;2—2k—p; 1-7). (5.3) 
u 


An dieser Gestalt der Belegungsfunktion G(u, x) sieht man unmittel- 
bar, dass der Integrand von (5,2) an der Stelle w = a regular ist. 
Daher kann der Integrationsweg in (5.2) auf die von — «© kommende 
und lediglich den Punkt 0 umkreisende Schleife reduziert werden. 


(0+) 
W,. Ax) = e-* e"G(u, x) du. (5.4) 


2m | 
2D 


Von nun an werde also angenommen, dass der Punkt wu = x ausserhalb 
des Integrationsweges liegt. Nach der wohlbekannten Transforma- 
tionsformel der hypergeometrischen Reihe 


F(a, b;c;z) = (1—z) P(a,e—bses- : :) 
kann statt (5.3) 


(3—k+m—p)l($—k—m—p) 
I'\(2—2k—p) 


x F(1—k-+m, 4—k—m; 2—2k—p; 1 a 
w 


G(u,x) = zeyP-! x 


t Vergl. Anmerkung S. 208. 
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geschrieben werden. Die Anwendung der schon 6fter herangezogenen 
Transformationsformel der hypergeometrischen Reihe liefert hierauf 


G(u,x) = P(—phetwr 1 (J—k-+m, 4— mpi) + 
x 


D(p—1)0(3—k+m—p)0(3—k—m 


cel, —p) k+ip-1 
P(4—k-+-m)r(3—k—m) Ce 


a 


x F(I—k-+-m—p, 3—k—m—p; 2—2p;"), 


und die Einsetzung dieses Ausdruckes in (5.4) ergibt, da der zweite 
Term an der Stelle « = 0 regular ist, und also das iiber diesen zweiten 
Term erstreckte Integral verschwindet, 

(0+) 
e-izyk [ enw 4F(1—k-+m, }—k—m;p;7) du, 


ry 
—o 


W,.{st) =e = ano 
cs 270 

(5.5) 
die Meijersche Integraldarstellung der Whittakerschen Funktiont 
die in dieser Form fiir alle nicht positiv ganzzahlige, im iibrigen aber 
beliebige Werte von p giiltig ist. «= x soll ausserhalb des Inte- 
grationsweges liegen. 


6. Sonderfille. Laguerresche Polynome und Besselsche 

Funktionen 

Eine grosse Anzahl der in der Analysis haufig auftretenden 
Funktionen kann durch Sonderfalle der Kummerschen Reihe ausge- 
driickt werden. Fiir alle solche Funktionen kénnen die in den voran- 
gehenden Paragraphen abgeleiteten Ergebnisse sinngemiiss Anwen- 
dung finden. 

Fiir die durch die erzeugende Funktion 


= 2 


(1—t)-*exp{ — = > i" L' (a) 


definierten Laguerreschen (oder Sonineschen) Polynome gilt 


n=0 


L(x) = or (—2; «+1; 2). 


Fira = —n und c = a+1 ergibt aber (3.4) 
— atP(a+ 1)P(6) 1 5 
~~ T(atn+1) 8? 

+t Meijer (11), Gleichung (5). 


L {a1 LD (ar)} =n, bjat1s5] (Rb > 0), (6.3) 


e 
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und zeigt, dass die Laguerreschen Polynome und die Jacobischen, 
oder hypergeometrischen Polynome — denn ein solches Polynom steht 
offenbar auf der rechten Seite von (6.3) — durch die Funktional- 
transformation £, miteinander verbunden sind. Auf die sich von 
hieraus ergebenden Zusammenhinge zwischen der Theorie der 
Laguerreschen Polynome einerseits und der Jacobischen Polynome 
anderseits hoffe ich noch an anderer Stelle zuriickzukommen. 
Mit denselben Werten von a und c ergibt sich aus der Integral- 
darstellung (4.1) fiir die Laguerreschen Polynome 
1 awe, > 
L(x) Me+n+ Ie) oF (—n,b; a+ 17] 4 (6.4) 


n!T\(x+-1)272 u 


a 
und in dieser, bisher kaum beachteten Integraldarstellung der 
Laguerreschen Polynome haben wir den Integrationsweg aus (4.1) 
durch die Schleife — o...(0+-) ersetzt, da der Integrand an der 
Stelle wu = x offenbar regular ist. Das unter dem Integralzeichen 
stehende Jacobische Polynom kann in besonderen Fallen durch 
Kugelfunktionen ausgedriickt werden. Wird z.B. b = n+1 gesetzt, 
so geht wegent 
F(—n,n+1;a+1;2) = + — 2z) 


Gleichung (6.4) iiber in 


(0+) 
L(x) I tt a | e“(1 —*) “p 
2710 x 


Ganz ahnliche Ergebnisse folgen fiir die Hermiteschen Polynome 
und die Batemanschen Funktionen /,,,, die ebenfalls Sonderfalle der 


Kummerschen Reihe sind. 
In ganz ahnlicher Weise kénnen wir die Besselsche Funktion 


erster Art behandeln, fiir diet 
A (v-+4; 2v+1;2z) (6.6) 


gilt. Daher, erhalten wir aus (4.1) die Integraldarstellung 


(0+,2z+) 


on 4 

(age 2z\ du 
: [ ev} v+4,b; 2v+1;— ——+ 
271 : uj uU? 


(6 ~ 0, —1, —2.,..). 
tT (15), p. 326. t (14), § 4.4 und § 4.41. 
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Diese recht allgemeine Integraldarstellung der Besselschen Funk- 
tionen erster Art scheint noch nicht angegeben worden zu sein. Sie 
enthalt die wichtigsten bekannten Integraldarstellungen dieser 
Funktionen, nimlich die Poisson-Hankelschent mit ihrer Gegen- 
bauerschen Verallgemeinerung,{ die Sonine-Sommerfeldschen§ und 
die Whittakerschen|| Integraldarstellungen als Sonderfalle fiir 
geeignete willkiirliche Werte des Parameters 6, und bewirkt eine 
ahnliche Verbindung zwischen allen diesen Integraldarstellungen, 
wie (4.1) zwischen den verschiedenen Integraldarstellungen der 
Kummerschen Reihe. Dass eine solche Verbindung existiert, und 
dass hierbei als ‘Belegungsfunktion’ im Wesentlichen die hyper- 
geometrische Reihe auftreten muss, wurde von Hilb7+ schon friiher 
bemerkt, ohne bisher fiir die Zylinderfunktionen erster Art im Ein- 
zelnen ausgefiihrt worden zu sein. {tf 


+ (14), § 6.1. t (14), § 3.32. § (14), § 6.2. || (14), § 6.17. 
tt In Pascals Repertorium. 

tt Fiir die Zylinderfunktionen dritter Art wurden die entsprechenden 
Untersuchungen von C. 8S. Meijer (11), anscheinend ohne Kenntnis der 
Hilbschen Bemerkung, durchgefiihrt. 
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SYSTEMS OF ORDINARY DIFFERENTIAL 
EQUATIONS WITH CONSTANT COEFFICIENTS 
By T. W. CHAUNDY (Ozford) and H. R. LAUNCHBURY (Ozford) 
[Received 24 July 1937] 


1. The general solution 

The accepted theory of the solution of a system of ordinary 
linear differential equations with constant coefficients replaces the 
system by an equivalent ‘diagonal’ system from which the solution 
is at once deducible, and the fundamental theorem, that the number 
of independent constants is equal to the order of the characteristic 
equation, is then easily obtained. This theory is fully set out in the 
standard authorities.* In this note we give an alternative method 
in which the general solution is at once written down but the deduc- 
tion of the fundamental theorem is less immediate. 

Consider the system in the form 


(1) 


where f,, are polynomials with constant coefficients, D = d/dt, &, are 
any (sufficiently differentiable) functions of ¢, and 2, are the un- 
knowns. If A(D) = |f,,(D)| is the determinant of the system, and 
F.,(D) the minors in A(D), the system (1) has evidently the particular 


integral ss ; 
Za F.(D 8 
t pa ra(D) xp sr ( 


unless A(D) is identically zero, in which case the system (1) is either 
inconsistent or redundant: this case we always exclude. 

This suggests for the ‘complementary functions’ in (1), i.e. for the 
general solution of the corresponding reduced system 


s fis(D)as =0 (r= d ns), 
s=1 


] 
0 
A(D) ’ 


n 
the symbolic solution x, = me F,(D) 
r=1 


n 
ie., substantially, x,= > F,(D)u, (s = 1.,...,n), 
r=1 


* For example, E. L. Ince, Ordinary Differential Equations (London, 1927), 
144-55; E. G. C. Poole, Linear Differential Equations (Oxford, 1936), 27-30. 
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where %,..., U, are any solutions of A(D)u = 0. Substitution shows 
at once that every (4) satisfies (3). 

Conversely, given (x,) a particular set of solutions of (3), we can 
always find the corresponding set (u,). For we can now regard (4) as 
a system of equations in u, analogous to the original system (1) in 2,. 
The determinant of this system is A”-!, and the minors are A”~*f,,. 
Hence, by (2), since A does not vanish identically, the system (4) has 
always the particular integral 


{>= > falD) 5p % (5) 


s=1 
Thus every (4) is a solution of (3), and every solution of (3) is included 
in the form (4). This proves that (4) is the general solution of (3). 


2. A special form 

We have now to reconcile the form (4) with the fundamental 
theorem, for, if N is the order of A(D), the form (4) appears to involve 
nN arbitrary constants, since each u, introduces its independent set 
of N. Actually, of course, these nN must group themselves into just 
N distinct arbitrary constants. 

We may note in the first instance that, if a row of minors, say 

F,{D) (e= 1....,%), 


has no common factor involving D, so that, for some G,(D),we can 


write identically 


3 G(D)F,(D) = 1, (6) 


then we can replace the solution (4) by 
z=F,(D)u (¢ = 1.,...,%), (7) 
where wu is some solution of A(D)u = 0, and so the solution has at 
once the right number of arbitrary constants. 
Certainly (7) is a solution of (3), and, conversely, it includes any 
set of solutions (x,). For in terms of such a set write 
n 
U => G,(D)a,. (8) 
s=1 
Now, by solving (3), we have, for every o, s, 


F,,(D)«, = F,,(D)x., 








216 T. W. CHAUNDY AND H. R. LAUNCHBURY 


and sc ‘o(D)U = F,,(D) > G,(D)x, 
s=1 


a > 4,(D)F,(D)x, 


= 2,, by (6). 
Since every x, is a solution of A(D)x = 0, so also is U, and thus U is 


a suitable value of w. 


3. The solution with NV constants 

We proceed now, for the general case, to form a solution of (3) con- 
taining exactly N arbitrary constants, so that the general solution 
of (3) must contain at least this number. 

Consider a typical factor of A(D) occurring to some power m; we 
may sufficiently* take it to be D”. Suppose that D occurs to the 
power m, in the H.C.F. of the first minors F,,(D) of A, so that it 
occurs to just this power in one of them, say F,,(D). Then, if 4(¢) 
denotes an arbitrary polynomial of degree m— 1, containing therefore 
m distinct arbitrary constants, 


x, = Fi(D)p(t) (8 = 1,...5' (9) 


is a solution of (3) containing exactly m—m, arbitrary constants.t 
For the factor D™ of F,, annihilates m, terms, and so m, constants, 
of 4(t), but no more; and every other F,, contains at least this factor 
and so removes at least m, constants of ¢4(é). 

Now remove the first two columns (corresponding to the second 
suffix of F,,) from the matrix {f,,(D)}, and consider the (n—2)-rowed 
determinants that can be formed from this reduced matrix, i.e. those 
second minors of the original determinant that still survive. Pick 
out a particular (n—2)-rowed determinant in which D occurs as a 
factor to its least power, m, say. In picking out this determinant 
we have to omit one column, say that of suffix 2, and two rows. 
Omitting these two rows only, we get a set of n—1 (n—2)-rowed 
determinants, which we write in order as 


FQ’(D) (s=2,. n). 


* For a factor (D—a)” is reduced to D” by the substitution 
ts = etx, (s 
+ Evidently from its definition m > m, 0. If m, = 0, the task is, of 
course, completed, and we have, in fact, the conditions of § 2. 
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Thus > fi(D)PQ(D) (r = 1,...,n), 


unless it vanishes, is an (n—1)-rowed determinant of the reduced 
matrix, i.e. a first minor of A, and therefore contains the factor D™. 
Hence, if ¢,(¢) denotes an arbitrary polynomial of degree m,—1, 

a, = 6, x, = F2(D)d,(t) (8 = 2,...,n) (10) 
is a solution of (3). Since F)(D) is now the determinant that we 
have picked out as containing exactly the factor D™, we can argue 
as with (9) and show that (10) contains just m,—mz, distinct arbitrary 
constants. We now reduce the matrix by the column of suffix 2 and 
obtain a solution of the form 

Z4,%q= 0, 2, = FIDL) (ce = 3....,8) (11) 
containing m,—mz, distinct arbitrary constants, and so on. 

We end with one-rowed determinants, i.e. with elements f,,(D), 
which will belong to the same column, say the last. If they all con- 
tain D to the power m,,, we complete* our string of solutions with 

1=9, =X = Prnlt), (12) 
where ¢, is a polynomial of order m,—1. We can combine this 
string into a ‘diagonal’ solution 

x, = Fy (D6) 

a, = Fy,(D)$(t)+ FQ(D)9,(0) (13) 

ts = Fy(D)d()+ FR (D)4b,()+ Fi3(D bins 


in which 2, has m—m, distinct arbitrary constants, x, a further 
m,—mz arising from F2)(D), x, a further m,—mz, arising from F'3}(D), 
and so forth, the operators F%(D) of the principal diagonal being 
the determinants which, at each step, we have picked out as con- 
taining the factor D to the lowest power. Thus these several arbitrary 
constants are cumulative and the total number is 


(m—m,)+(m,—mMg)+...+(mM,_1—M,) +m, = M. 


4. The fundamental theorem 

In other words, corresponding to a repeated factor D™ of A(D) 
we have been able to construct a solution of (3) containing m inde- 
pendent constants. Proceeding in this way for each distinct factor of 
A(D) we construct a solution of (3) containing > m, i.e. N independent 


* Or, of course, it terminates at any earlier stage where m, = 0. 
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constants, N being the order of A. Thus there are at least N inde- 
pendent constants in the general solution (4). On the other hand 
this solution (4) is evidently unaffected if we replace u, by u,+v,, 
where v, are any solutions of the system of equations 


3 FD, == @, (14) 


The determinant of these equations (14) is A”-1 and thus their general 
solution (v,) contains at least (n—1)N independent constants. In 
other words, of the nN constants that occur in the complete form 
of (4), at least (n—1)N are removable. The number of independent 
constants in (4) cannot therefore exceed N, and so, finally, this 
number is exactly N, and the fundamental theorem is proved. 

We may note that, as far as concerns the factor D, the ‘diagonal’ 
solution is sufficiently general, and that therefore this part of the 
general solution consists of a sum of polynomials of degrees m—m,, 
M1—Mzg,..., M,-;—m,, m,. The rest of the general solution will 
consist of corresponding sums multiplied by the appropriate ex- 
ponential factors. 

We remark also that the argument of § 3 covers a system 


Sf,(D)t,=0 (r=1,...,.n+p), (15) 
s 1 


in which the number of equations exceeds the number of unknowns. 
For, if A’(D) is the H.C.F. of the n-rowed determinants present in the 
matrix {f,,(D)}, we have already shown in § 3 how, corresponding to 
a factor D” of A’(D), we can construct a solution of the system con- 
taining m’ independent constants. Consequently, if NV’ is the order 
of A’(D), the general solution of the system contains at least N’ 
independent constants. 

Further, it cannot contain more. For suppose again that the 
factor D, say, occurs in A’ to the power m’. Then it must also occur 
to exactly this power in one (at least) of the n-rowed determinants 
of the matrix {f,,(D)}, since A’ is the H.C.F. of such determinants. 
This will be the determinant of a particular set of n equations out of 
the n+p equations (15). Since D occurs only to the power m’ in 
this determinant, it will contribute at most m’ independent constants 
to the general solution (2,) of this set and therefore at most m’ to the 
more restricted general solution of (15) obtained by imposing a 
further p conditions on (2,). 
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Thus the factor D”’ of A’ is represented by exactly m’ independent 
constants in the general solution of (15), and we can state the funda- 
mental theorem in the following extended form: 


THEOREM. The number of distinct arbitrary constants in the general 
solution of a system of equations 


S f,(D)x, = 0 = 1, 
s=1 


in which the number of equations exceeds the number of unknowns, is 
equal to the order of the H.C.F. of all the n-rowed determinants of the 
matrix {f,,.(D)} of the system. 





CERTAIN EQUATIONS IN THE ALGEBRA OF 
A SEMI-SIMPLE INFINITESIMAL GROUP 


By J. H. C. WHITEHEAD (Ozford) 
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1. The equations referred to in the title are expressed in terms of 


linear operators d, d,, satisfying the conditions 
oC 
dyd,,—d,, dy Ny Les (1.1) 
where C¥,, are the constants of structure of a semi-simple group g. 
They depend on a parameter k (& r) and the general solution 
is given in § 5. When k = 1 these equations have already been solved 


in proving a certain theorem concerning the structure of an infini- 
tesimal group.* In § 2 of the present paper they are solved when 
k = 0, and in § 3 it is seen that the results of § 2 lead to a new proof 
of the theorem that a reducible linear representation of a semi- 
simple group in an n-dimensional vector-space (n finite) is com- 
pletely reducible.t That is to say, if the representation leaves a 
linear k-space invariant, it also leaves invariant a linear (n—k)-space 
having no vector, except the zero vector, in common with the 
k-space. 

The general equations are formulated in terms of a tensor calculus, 
or tensor algebra, which is developed in §§ 4, 5. In § 6 the methods 
and results of the two previous sections are applied to the classical 
Lie theory of transformations in an analytic manifold. In the final 
section it is shown how they may be taken as a method of approach 
to Cartan’s topological theory{ of group-spaces, and of related 
spaces. 

* J. H.C. Whitehead, Proc. Cambridge Phil. Soc. 32 (1936), 229-37. This 
note will be referred to as D.G., and the notations used here are similar to those 
used in D.G. . 

t Previous proofs have been given by H. Weyl, Math. Zeits. 24 (1926), 
380 et seq. and by H. Casimir and B. L. van der Waerden, Math. Annalen, 111 
(1935), 1-12. In my proof of complete reducibility I rely on the argument 
given in D.G. § 2, rather than the argument at the top of D.G. 233, showing 
that a certain number w is not zero. The former is purely algebraic while the 
latter depends on the crucial theorem in Weyl’s (topological) proof of complete 
reducibility. 

t For an account of this see Cartan, La Topologie des growpes de Lie, Paris 
(1936), and the articles quoted there—in particular, Cartan, Ann. de la Soc. 
Polonaise de Math. 8 (1929), 181-225. 
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It may be well to explain precisely what we mean by an infini- 
fesimal operator in an n-dimensional vector space E. Relative to 
linear transformations of coordinates for /, an infinitesimal operator 
is a mixed tensor d, represented in a given linear coordinate-system 


(6,9 == }.,...,%), 
together with the following rule for transforming tensors in £: 
a tensor tf whose components are 
in..f ‘ 
Opa (1.2) 
will be transformed into the tensor dt, whose components are* 
j fi...8 b..0f 28 i...J Js 
th — thd od — ...—th-J. di. (1.3) 


8 “p...4 8..4@“~p °°° 


by a matrix ||| 
J 


dits-3+...+d 
Once the distinction between a tensor and its components in any 
one coordinate-system has been understood, a single symbol may 
be used to denote both. Thus in § 2, 3 we shall often use the same 
symbol to stand for one of the operators d,,...,d,, or some other 
mixed tensor, as for the matrix consisting of its components in a 
particular coordinate-system. Also ¢ and dt may be interpreted 
either as abstract tensors or as abbreviations for the sets of com- 
ponents (1.2) and (1.3). 
2. Let d,,...,d, be linear operators, satisfying the conditions (1.1), in 
any vector-space EZ. We first consider the equations 
d\x = py, (2.1) 
where 2 is an unknown vector and ),...,p, are given vectors in £, 
From (2.1) we have 
CS Po = Np dg % 
= (d)d,—d,, d))x 
= dy py —, P)- 
Therefore, in order that the equations (2.1) shall have a solution, 
it is necessary that 
dy, p,—d, P,— Ch Po = 9. (2.2) 
Conversely, if (2.2) are satisfied we have 
dd, p,,—@,, Pr, = Cry d\p,, (2.3) 
where d=gd, and gy, = Cig Ce. 
({J.| £ 9 since the group g is semi-simple). 
* In other words, if the idea of an infinitesimal transformation is taken for 


granted, edt is the increment of ¢ due to the infinitesimal transformation 
t —-> t+ edt. In particular, t may be a vector 15,82. 
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Raising the suffix A in (1.1) we have 
JA A (oA 
d'd,,—d,,d* = Ca, 
and it follows from (2.3) that 
d\d) Pu —d,, apy = d, Py+ OTC ap, 
= 0%, (dg p,t+d) Po) 
= & 


since OF. = —O™,,. We recall from D.G. 232, that the operator 
V = dd, is commutative with each of d,,...,d,. If VY has a unique 
inverse it follows that the equations (2.1) are satisfied by the vector 


x=vV 1dAp. 


Operating on both sides of (2.1) with d4 and summing with respect 
to A, we see that, if (2.1) are consistent and if V has a unique inverse, 
this solution is unique. 

Now let EF be an n-dimensional vector-space, n being finite, and 
let the representation d = (d,,...,d,) of g be irreducible. It may 
happen that » = 1 and d, = 0. In this case the conditions (2.2) 
reduce to Cl. DP, = 0, 
and it follows that p, = 0. Therefore both sides of the equations 
(2.1) are zero and they are satisfied by any vector x. If n > 1 it 
follows from D.G. 232 and § 2 that 


T= ol, 


where 1 is the unit matrix and w + 0 (actually w is a positive rational 
number). Therefore there is, in either case, a vector x satisfying (2.1). 

Subject to the conditions (2.2) we shall now show by induction on 
n that (2.1) have a solution if d is any linear representation of g in an 
n-dimensional vector-space. We have settled the case where d is 
irreducible, including the case n = 1, and shall assume the theorem 
for a vector-space of less than n dimensions. If the representation d 
is reducible, let X be an invariant linear sub-space of k dimensions 
(0 < k <n) and let E be referred to coordinates e’,...,e” in which 
X is given by e*+! =... =e"=0. Then the matrices d) are of 


the form 6 
A 


ay 


dy, = 
A 10 ball? 


where a) and /) are square matrices with k and n—k rows and columns 











ON THE ALGEBRA OF AN INFINITESIMAL GROUP 223 
and 6, has k rows and n—k columns. If e = (e’,...,e") is any vector 
in E£ the coordinates of de are 

a); 2) +O} yP, bigy? (¢,§ = 1.,...,&; a, 8 = l.,....8—8) 
where 2‘ = e’ are coordinates for X and y* = e*+* are coordinates 
for the linear sub-space Y spanned by the last »—k coordinate-axes. 
Any vector in £ is of the form x+y, where x = (2",...,2*, 0,...,0) and 

0, y',...,y”~*) are vectors in X and Y, and 
dy(x+y) = (a,2+0y)+byy, 
a,x and @),y being vectors in X, and b)y a vector in Y. 
If p, = uy+v,, where u, belongs to X and v, to Y, the equations 


(2.1) bee > 
) become ayx+0,y = 


(2.5) 
by = %, 
and the conditions (2.2) become 
(a) Ay U, —A,, Ut v,,—9, V1, = Chy Ue 
(b) by v,—b,, vY) = CC Uy 
The conditions (1.1) become 
a Yo 
a) 4,,—4,, A, = CTu Ue 
Yo 
a) O,,—4a,, A,+6,6,—4, by = Ui 6, 


by b,, —b,, 6, = Ch, 6, 


From (2.66), (2.7¢) and the hypothesis of our induction it follows 
2.56) have a solution, given by y = v say, From 
(2.6a), (2.56), with y = v, and (2.76) we have 


that the equations ( 


ay(u,, —9,, v)—a,,(Uj—4 v) 
= Cf, Ug—9) 0, +8, 1» — (a) 9,—4, Ay)v 
= Ch, Us—(0, 5, —9,, 6)+-ay 9,,—a, O,)v 
u(Ug—9, v). 
Therefore the equations (2.5a) satisfy the conditions (2.2) with d) 
replaced by a), and p) replaced by u,—@,v. It follows from the 
hypothesis of the induction that (2.5a) can be solved for x in terms 
of u, and v, and the proof is complete. 

If the representation d breaks up into representations a, ), c,..., 
operating in vector-spaces X, Y, Z,..., the theorem can be applied 
to the representations determined by the operators a), by, ¢),... 
operating on tensors with indices referring to the different spaces 
X, Y, Z,..... We shall need such an application in the case where d 
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consists of a representation a in a k-dimensional space X, together 
with a representation b in an /-dimensional space Y. Let a) and b) 
(A = 4... r) be the basic operators of the representations a and b, 
and let t = ||t|| (¢ = 1.,...,4; B = 1,...,1) be a tensor whose com- 
ponents transform cogrediently with the vectors in X and contra- 
grediently to the vectors in Y. Then the representation d determines 
a linear representation of g in the k/-dimensional space consisting of 
all such tensors, of which the basic operators are given by 


d,t = a,t—tby lla; ti bYp||- 


If 0,,...,0, are given matrices of this type, i.e. 6, = || 93||. it follows that 
the equations aid, = é, (2.8) 


can be solved for ¢ provided that 
a 0, —8,, by—a,, 9, +9) 6, = Ch, 9. (2.9) 
Notice that these conditions are the same as (2.75). 
3. We shall now prove that a reducible representation is com- 
pletely reducible. If d is reducible let e = (e,...,e") be coordinates 
for E such that the matrices d), are of the form indicated by (2.4). 


In coordinates é, given by 


where A ||Ai|| is any matrix whose determinant is not zero, the 
matrices of the representation are given by 


dy = Ad) A 1. 


If z# = 2i+ti y*, Far g* (§ = l,..., 8; a = l,...,%—8), 
where e = (2',..., 2", y},...,y"-*) as in § 2, and 
é = (#....,: i, #,..., 9*-*) 
it follows that 
“ || | \| —T 
aft th i> SG) Bt 
© (O Ty oO b&iy yo ty 


| a, 6)-+tb,—ayt|| 


0, by 





Since the Jacobi conditions (2.76), or (2.9), are satisfied, the 
matrix t may be chosen so as to satisfy (2.8), with 1 = n—k. We 
shall then have i 

1] ay 0 || 


Gs 


| 0 b) || 


and it follows that the representation is completely reducible. 
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4. Let d,,...,d, be linear operators satisfying the condition (1.1), 
in a vector-space HZ. In this section we do not require the infini- 
tesimal group g, of which CCy are the constants of structure, to be 
semi-simple, nor need the dimensionality of EH be finite. The 
operators d,,...,d, constitute a basis for the vector-space F, consisting 
f the operat 
oO perators d = frd), 


where f',..., {7 are any numbers chosen from a given commutative 
field.* Then f",..., {7 may be taken as the coordinates of the operator, 
or vector, d. A transformation of the form 
d, = Agd, (\Ae| # 0), 

to a new basis ER d,, determines a transformation of coordinates 

fe = aspen, (4.1) 
where A} of = 8A, such that 

fed, = frd,,. 
That is to say, (f1,..., f”) and (f¥,..., f*) are the coordinates of the same 
vector in different coordinate-systems. 

We now define numerical tensors and tensor-fields relative to 


transformations of coordinates for F. A tensor-field or numerical 
tensor has a set of components 


Ay... 
Oise? 
associated with each coordinate-system for F. The components 


associated with the coordinate-systems f and /, related by the trans- 
formation (4.1), are related by the transformation 


EE ——nr 1 
tebe = o...cxRe they Abs...Abe. (4.2) 


The components of a numerical tensor are numbers from the given 
field and the components of a tensor-field are vectors in Z. We shall 
also refer to a single vector in £ as a scalar-field and to a single 
number as a numerical scalar. By a tensor we shall mean either a 
numerical tensor or a tensor-field and by a scalar either a numerical 
scalar or a scalar-field. A scalar is to be regarded as a special case 
of a tensor. 

We now define an operator 8, which is analogous to the covariant 


* In most applications this field, to which the constants Cu belong, is the 
field either of real or of complex numbers. 
3695.8 Q 
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differential operator in tensor analysis. We first introduce the 
convention 
éf= 


if f is a numerical tensor. Then 
‘a $,¢ = d,t, (4.3) 
if tis a scalar, and 
Pp 
5 fhedy — Gp Ap 2 SF OM pw AerodirreMe 4 J ss 
o% Cha a, d, = ig 2 2© ovens. Ma —. ze e. 1 OMj +1-++fg? 
U7 
(4.4) 
if t is any other type of tensor. It is to be understood that the suffix 
v in (4.3) and (4.4) is a tensor-suffix, and that the operators d, and 
5, transform any tensor into a tensor with an extra covariant index 
(remembering that d,t- = 0, if ¢ is a numerical tensor). 
As in ordinary tensor analysis it follows from this definition that 
the operator 5, is commutative with the operation of contraction. 
For example, 


A A 1a 4A 10% A 1QA 
8, vip , d,t up ts $C py bcp T ae pv te 3 ov Eup 


and contracting A with p the last two terms on the right-hand side 
cancel. Also 
8,( fr 2) = (8, fie +h, #8), 

where f is any numerical tensor and ¢ any tensor.* 

We shall sometimes write this, and similar expressions, without the 
indices on f and ¢; thus 

5,(f.t) = 6, f.t+f.5,¢, (4.5) 

where f.t is the tensor formed by multiplying each component of f 
with each component of t. 

Notice that any tensor can be a in the form 


Ay.cAp — fA Ap » , 
bu ie s fe. ‘Jap Bp ‘3 a pp. pe, (4.6) 


B,. 

where apt » is a set of scalars alae scalars, if ¢ is a numerical 
tensor, aa scalar-fields, if tis a tensor-field), f;,,...,f,are any numerical 
contravariant vectors such that |fA|~0 and ¢',...,¢" are any 
numerical covariant vectors such that pe | ~ 0. For example, we 
may take f, and 4? to be the numerical contravariant and covariant 

* Tf the vector space £ is also a ring such that d(ay) = (dx)y+-a(dy), where 
x and y are any elements in E and sy is their product, each of f and t may be 
either a numerical tensor or a tensor field (e.g. the application given in § 6 
below, or, with non-commutative multiplication, a situation where the 
vectors in E are matrices ||a;|| and dx = ||d}2j}—a}dj||). 
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vectors whose components in a given coordinate system for F, 
expressed in terms of the Kronecker delta, are 
fi=&, $8 = 88. 
THEOREM 1. Jf t is any tensor 
ox af 
(d,,5,—8,d,,)t = 3C7,d,t. (4.7) 
Both sides of (4.7) are zero if ¢ is a numerical tensor, so we take t¢ 
to be a tensor-field. From (4.5) we have 
d,, 5(f.t) = d,(8, f.t-+f.3, 0) 
= 6, f.d,t+f.d,5,t, 
5, ¢ ly, (f.t) t) = 8,( (f. d, t) 
= = 8,f.d,t-4f.5,d,t, 
where f is any numerical tensor and ¢ any tensor-field. Therefore 
(d,,5,—8, 4, (f.t) = f.(d,,8,—8, d,, )t. (4.8) 
Since the operators d, and 4, are linear with respect to addition 
of tensors of the same type, (4.7) will follow from (4.6), (4.8) when 
we have proved it for the case when ¢ is a scalar-field. In this case 
d,6,t =d,d,t 
6,d,t = d,d,,t+3C%,d,t. 


- gaa: vp 
therefore = (q_8, 8, d, t = (4, d,—d, d, —402,d,)t 
—_ 4C¢. dt 


pv ot 
and the theorem is established. 
THEOREM 2. Jf t is a scalar, 
(5,,8,—8, 5, )t = 0, (4.9) 
but, if t is any other kind of tensor, 
1-0 Pins APj+s0+- 

B Bru ie p Pp, 

(4.10) 
where Byuy = }C%) Cor (4.11) 


(8 pe vp O}...0j-1AQj ae 


q 
5,- -§ } )t---0P = y% os {P1---Pp 
I 


[f ¢ is a scalar (numerical scalar or scalar-field) 
§,,5,¢ = 5,4,t 
= d dy t+ 4CF, 6 d,t. 


Therefore (5,,8,—8,8,.)t = (d,,d,—d,d, —02,d,)t 


vy pv“o 
== {, 


Thus (4.9) is established. 
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From (4.5) we have 
5, O,(f.t) = 6,8, f.t+8, f.5,t+8, f.5,t+f.5, 5,6, 
where f is any numerical tensor and ¢ is any tensor. Therefore 
(5,,8,—8, 3, )(f-t) = (8,,8,—8,8,)f-t+f. (5, 8,—8, 8, )t. 
Let £,, stand for the operator which transforms a given tensor ¢ 
into the tensor whose components appear on the right-hand side 
of (4.10), with the convention that (4.10) reduces to (4.9) if ¢ is a 
scalar. That is to say, Buyt = 0,if tis a scalar. Then it is obvious 
that 
Bu(f-t) = Buf -t+F-Buyt. 
Therefore 
(5,,8,—8, 5, —By Mf -t) = (8, 8,—8, 8, —Bu)f -t+f. (8, 8,—8, 8, —Byyt- 
Moreover, the operators 5,,5,—5,5, and B,, are both linear with 
respect to addition of tensors of the same type. Therefore, the 
theorem will follow from (4.6) and induction on p+-q when we have 
proved it for a single numerical contravariant or covariant vector 
(f° $,): 
We have, remembering that d) f = 0, 
5,5, f? = 8,(d, fP—30nf) 
we (Cb, — Cou Cho) f?. 
Therefore, 
(5,,8,—8, 8, )f? = 2(Cb, Chy,— Cb, Ch—2Ch,, Ct) f* 
= —U(Cby Crt Coy Ch +206 Chie) 


ou 


= — Bi, f’, 
the last step following from the Jacobi conditions. A similar argu- 
ment shows that 
(5,,8,—8, 8, )¢, = Bh bo» 
and the theorem is established. 
As in ordinary tensor analysis, if ¢ is any covariant tensor, it 
follows from (4.11) and the Jacobi conditions, which may be written 


in the form o 
B = 0 
[Apv] ? 


that 81.5, t,..r) = 0. (4.12) 

5. In this section the structure defined by C{, is to be semi- 
simple. We do not require the dimensionality of E to be finite, but 
we do require the operator V = d’d, to have a unique inverse. 
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By an alternating tensor we shall mean a covariant tensor ¢t, such 


that i i 
St Wee 8 Se mes 


and, if ¢ is any alternating tensor, we write 


77), = (+138, bag 
k . 
= 2, —1)'8), tov, (5.1) 


where (A); stands for the row of indices A,...A,, with A; left out. We 
also write 7,t = 8, t = d,tif tis ascalar. For reference notice that 


k 
Tot, re = Sb. a 2 (—U%, ton, (5.2) 
i= 


In these formulae it is to be understood that A;...A; stands for a row 
containing j7—7i-+1 indices. In order to unify our results we adopt 
the convention that t, ,, shall be scalar if 7 = i—1 and zero* if 
j = i—2. With this convention Theorem 3 includes the first result 
in § 2 (k = 0) and the existence theorem for the equations (1.10) in 
D.G. (k = 1). 

THEOREM 3. If a,_, (k > 0) is a given alternating tensor-field and 
x,y, an unknown alternating tensor-field, the conditions 

Tp D>,...re a= ® (5.3) 
are necessary and sufficient for the equations 
TT .de = Vyude (5.4) 
to have a solution. If (5.3) are satisfied, the general solution is 
VASP, Me TA, Orga? (5.5) 
where b,_y, 18 an arbitrary alternating tensor-field with k—1 subscripts. 

It follows from (4.12), which may be written 

Ty Tt, ry = 9, 

that the conditions (5.3) are necessary. If 
m7, V~"dPagd,.. de = Uy..De? (5.6) 
it also follows from (4.12) that (5.5) satisfies (5.4), where 6), ), is 
arbitrary. It remains to prove, first that (5.6) follows from (5.3) and 


* Here ‘zero’ means the zero vector in EZ or the number zero according 
to whether ¢,..,, (j = ¢—2) appears as a special case of a tensor-field or a 
numerical tensor. Actually we shall be dealing almost entirely with tensor- 
fields. 
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secondly that any other solution is of the form (5.5). From (5.2) and 
(5.3), which we now assume to be satisfied, we have 


k 
5,0), 4 PT 1)'d?8), ayy, = 9. 


Also k 
S = 1 one 
ds, Da il w(d, My, rs 3 2i- 1)'C*,o %),) 
t 
k ; 
= Vay, y,+4 > (—1)'Ch,, dra 


i=0 


oA); 


ae ae 


k 
= Vay & > (—1)'C%),d, Aay,- 
i=0 
From Theorem 1 it follows that 


5 es i a | 
dp On An; = 4 ne d, Ayn, +5y dPA,()),- 


From (5.7) and these two relations we have 


Vay, rs } > ( 7 1)'C%) (d, Ag()); td, A(),) iecd 


1=( 


k 
— > (—1)'8),d?a,y, == ©, 

i=0 
Therefore, 7, Pa “= Vay,..ry 
according to (5.1). Since V has a unique inverse, which is commu- 
tative with d,, and hence with 6), it follows that (5.6) are satisfied. 


[f 2), _y, is any solution of (5.4), let 


y —- -] 
Yrsude = Ty. — VPA, dy 


and first suppose that k > 1. Then 
7, Yr...e = 95 
and it follows from what we have already proved that there is an 


alternating tensor-field 6), y, such that 


7), Dy. dy Yy,...AK 
That is to say, 2,_,, is given by (5.5). Ifk = Olety, ), = y. Then 
my =dy=0 

and therefore Vy = d‘dyy = 0. Since V has a unique inverse it 

follows that y = 0 and that V~'d?a, is the only solution of (5.4). In 

other words (5.5), interpreted according to our convention, is the 
general solution. Thus the proof is complete. 

If E is a vector space of finite dimensionality n, and k = 0 or 1, 

the first part of Theorem 3 is true even if V has not a unique inverse.* 


* Of course, the solutions of (5.4) are not, in this case, given by (5.5). 
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For the representation d breaks up into a number of irreducible 
representations, each of which may be considered separately. There- 
fore we may suppose d to be irreducible, in which case either n > 1 
and V has a unique inverse, or n = 1 and d,=...=d,=0. If 
n = 1 and k = 0, the consistency of the equations (5.4), subject to 
the conditions (5.3), follows from § 2 above. If n = 1 and k = 1, 
(5.4) are the same as the equations (1.2) in D.G., with hy, u,, and A), 
replaced by d), —x,, and a),,, while the conditions (5.3) are equivalent 
to D.G. (1.56). 

The conclusions of the last paragraph, for » = 1, may be restated 
by saying that the first part of Theorem 3 is also true of numerical 
tensors if k = 0 or i. In general it is true of numerical tensors for 
certain values of k and false for certain others, as will be seen in § 7. 
In particular, it is false for k = 2 

6. Let the vectors in Z be analytic functions* in an n-dimensional 
analytic manifold M, and lett 


dyW(2t,...,@") = Ea, (0; = e/ea'), (6.1) 
where a, , x” are coordinates for M. Then 


(d,d,,—d,, dy) sage: (Ee 0; € oa g @; €\)e iv 
and the relation (1.1) is equivalent tot 
£0, €)—€),0,& = (6.2) 
At first we do not require the structure pee by C}, to be semi- 
simple. 
The tensor-fields, in the sense of § 4, which appear most naturally 
are the covariant tensor-fields of the form 
y. vy = Qi iz gy ae se (6.3) 
where a; ;, are the components of a covariant tensor in M (strictly 
speaking a tensor-field). Taking k = 1 for simplicity, the operator 
5,, is given by 
8,4, = d,, (a; E\) +30, % 5 
= (0; 4,)E) €), +aj( 5 E,+43C}, £5). 
* For formal purposes it is enough to assume that the functions have 


infinitely many or, if we do not Seite E to be closed under the operations 
d,, two derivatives. 
"t In this section italic indices will run from 1 to n, Greek indices from 
l tor. 
t In D.G. 236 the sign of C{,, was inadvertently changed. 
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It follows from (6.2) that 
5,4 = (0; a,)&) 3, ha, (Ei, 8; +840, €4) 
eae (8; a,)£) €,—a; Phys 
where Thy is given by 
ai $(G 0; €,4+-€,0;,6)+T, = 0. (6.4) 
Similarly, 
és. SS aaa 
by D),.N = (0; Oy, ig JEN EN a. DZ Mntensihe peoedk > ere > Wee > Ye 
(6.5) 
Theorems 1, 2 in § 4 can now be interpreted in terms of the operators 
d,,, 5,, defined by (6.1), (6.5). 
Notice that Thy are also defined by 
d*x' 
dt® 
where xt = 2‘(t) is an arbitrary trajectory of the one-parameter 
sub-group determined by the differential equations 


+1}, pp = 0, (6.6) 


dxt ; 
—_—— — &} A, 
a AP 


Now let the structure defined by C\,, be semi-simple and, as in 
D.G. § 3, let |g| ~ 0, where 
os = r i j 
g! = —g"ENE.- 
Then r > and the rank of the matrix |£\| is n. Since the tensor- 
fields with Greek indices (i.e. the tensor-fields in the sense of § 4) 
are sets of scalar functions in M we may replace ordinary partial 
differentiation by covariant differentiation with respect to the 
Christoffel symbols formed out of 9;;. 
Thus, if a, = a; £\, we have 
ti¢j | i j 
d,, @y = 5 5 EE +O; Ej Eps 
where the comma denotes covariant differentiation. We write these 


equations as ' i 
d, a= Ayr% 3 


Also (6.2) may be written as 


Sirf = Ch to- 
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Therefore, ; 
8.0 = Hy +a(Hp,+4C%, &) 
— Dy —Y% Aj,» 
where Aj\,, = —4(E},,+€4,), and 8,q,_,, can be similarly expressed. 
If the group generated by d,,...,d, is simply transitive in M, or at 
least locally so, the infinitesimal geometry of MV is the infinitesimal 
geometry of the group-space.* In this case we recall that 
50; E+ (Tj, + Sie & = 0, 
where Ij, are the Christoffel symbols formed out of g,;, and 
Sip EhEk = $C}, 5. 
That is to say, +43, 5 = 0 
and 5% = Dp: (6.7) 
If 7) are the covariant vectors such that £} n = 3}, it follows from a 
similar argument, or from (6.7) and the relation 
8, Iu css (Cty Jon + Cov Iro) = 0, 
5,0 = nhaiséh 
a a 
= Ay, 
say, where a‘ are the components of a contravariant vector in M 
and a\ = a'y}. Therefore 8, is the covariant differential operator 
determined by the symmetric affine connexion I’, expressed in terms 
of the r-fold of vectors £{ and their associate covariant vectors 7}. 
Thus Theorem 2 is a generalization of a well-known relation in the 
geometry of group-spaces. 
The operator d) is the covariant differential operator determined 
by the ‘(+-)-connexion’ 


that 


OLD, = Dp t+ Six. 
If we now write d; for d,, it is natural to introduce the operator d,, 
given by 
d> O- = d} &-— FA te-+ FCe., 
where ¢ is any tensor of the general kind considered in § 4. Calcula- 
tions similar to those used in proving Theorem 1 show that 
did, —d, dy; = 0, (6.8) 
* For an account of group-spaces see E. Cartan, J.de Math. p. et a., 6 (1927) 


1-119; J. A. Schouten, Math. Annalen, 102 (1929), 224-72; and L. P. Eisenhart, 
Continuous Groups of Transformations (Princeton, 1933), § 50. 
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and the relations between d; and 6, are the same as those between 


d; and 6, with bm replaced by — 2 In the geometry of the group- 


space d; is the covariant differential operator determined by the 
*(—)-connexion’ jr — wre 
y Li, ams Li; 
——— Yi 
—- I jk — Sige 


7. Now let M be the space of a closed, simple group, all the 
variables and constants being real. Then the quadratic form 
g;;dx‘dx! is positive-definite* and the operator V has a unique 
inverse within the class of normal functions. If 

Tg Ey de = Youn de? 
where 2), ,, is any alternating tensor-field, we shall describe w),_ ), 
as homologous to zero, and shall write 
%y, ~ 9. 


If u),),—%,...4, ~ 0, we shall write 
Uy,...re dad U),...Ax 
and describe u,_), as homologous to 2,__),. 


If w),_,, is any tensor-field{ such that 7), w,_), = 0, let 


1 = 
past } Uy, rp dr A>). .AK? ( ‘ 1) 


M 
where V is the total volume of M, dr is the volume element vg da'...dx” 
and the integral is extended over the whole of M. If a,_), = 0, each 
component w,_), is a normal function, and it follows from Theorem 3 


that 
W), de 0. 


In general, the identity 
k 
, Kaien a 
7, Uy, dy = D (—Vidyay,+ & (—V! Cha, Uovdy (7.2) 
i=o i<j 
can easily be verified, where (A);; stands for the row of indices 
Ao-..A, with A; and A; left out. Therefore, 
ining 
77, O,e zZ(- 1) HCO), a Foy 
v 


if ay, are constants. Also 


| (d,p) dr = 0, 
M 
* Cartan, La Topologie des growpes de Lie (Paris, 1936), 10. 
+ See D.G., § 3. A normal function is one whose average value, defined by 
means of a volume integral extended over M, is zero. 
t It must be remembered that each component of a tensor-field with Greek 
indices is a scalar function relative to coordinate transformations in M. 
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according to D.G., where % is any scalar function in M. If a), ), are 
the constants given by (7.1), we have, therefore, 


7}, MQ), _— 2, ( _ 1 +04, Aj Bais 
t 


ee 

= > (—1!4 Cha, V [ Ug(),, U7 
wi « 
M 


1 k i 
~VT } [ > aaitean+ PS ls tate 5, Madd dr 
M 


] 
= V [ Ty, Uy, re dr. 


M 


If 77, U),..., = 9, it follows that 7,a),_), = 0 and that 


7), Vr.de = 9, 
where %, 4, = 4-4 Also 


1 1 
V [ V),...Ag dr = V [ U),...Ae dr—a), 


. . 


MW M 
== @, 
Therefore v,), ~~ 0. That is to say, 
UD, de ~ Mya? 
where u),_,, is any tensor-field such that 7, %,_,, = 0, and a), ), 
are certain constants.* 
Moreover, if there is a tensor w),_), such that 
By, = TA, MA,...de? 
a), being constants, it follows from (7.3), with w,_), and a, ), 
replaced by w,_), and 6), ),, that there is a numerical tensor 4), ), 


such that er Ee 
Rese eres A gooeg® 


Thus the search for multiple integrals whose exterior derivatives 
vanish, but which have periods, is reduced to the algebraic problem 
of finding all solutions of the equations 
7), 1, = 9, 
which are not of the form 
Ade = TODA 
ay, and 6) ), being constants. In other words, we need not be 


concerned with tensor-fields, only with numerical tensors. 


* Cf. Cartan, Ann. de la Soc. Polonaise de Math. 8 (1929), 187. 
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If all the tensors under consideration are numerical, the tensor 
algebra described in §§ 4, 5 is essentially the theory of algebraic 
tensors in the vector-space g itself. If f',...,f” and ?,...,@ are the com- 
ponents of any two vectors in g, i.e. two elements in the abstract 
infinitesimal group g, we have 

A 1QA 
fP5,t* = —3C7 ft 
— 10 
= $C ou frte. 
That is to say, 2/5, is the infinitesimal operator of the adjoint group 
determined by the element f. A tensor ¢ such that 
le os 
8,2 = 0 
is an invariant of the adjoint group. 

Under the more general hypotheses of § 5 it would be pleasing to 
round off §§ 4, 5 with a formal proof of 

THEOREM 4. Among the numerical tensors which are homologous 
to a given alternating numerical tensor a, ,, satisfying the condition 
7,4, = 0, there is precisely one invariant of the adjoint group.* 

The tensors in question are of the form 

BD), de Ty Uy... Ae? 
and an equivalent statement of the theorem is: 
Provided that the conditionst 
Ty, = 0 (7.3) 
are satisfied, the linear equations 
5, 7), X,...A_ 8u D),...Ae? (7.4) 


in which x,y, are the unknowns, are consistent. If x},y, and x}, ), 
are any two sets of solutions 7, X}),, = 7), 7,4: 


Assuming that the field to which ll and the other numbers belong 
is the field of real or complex numbers, this theorem is true. For the 
equations (7.4), likewise the conditions (7.3), are tensorial and are 
therefore independent of any particular coordinate-system for g. 
We can choose the coordinates such that the constants G. are real 
and the finite adjoint group with real parameters is closed.{ The 

* For certain values of k all the components of this invariant will be zero. 

t+ It follows at once from (4.12) that the conditions (7.3) are necessary for 


(7.4) to have a solution. 
t H. Weyl, Math. Zeits. 23 (1926), 328-95, and Cartan, La Théorie des groupes 
Jinis et continus et Vanalysis situs (Paris, 1930), 37-41. 
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theorem then follows from certain arguments used by Cartan in 
proving what is essentially the same theorem.* 

In particular, if a), , is an invariant of the adjoint group, it is not 
homologous to zero,} except in the trivial case where a), ), = 0. 

If a, is an invariant of the adjoint group, it follows from § 6, 
using the same notation as in § 6, that 
io..th?3 — 0, 
where @;, ;, = @,_),7"...7%. Therefore the multiple integrals deter- 
mined by a,,;, are harmonic integrals of the kind considered by 
W. V. D. Hodge.t 


a 


* Ann. de la Soc. Polonaise de Math. (loc. cit.), Theorem 1, 196. 

+ Cf. the last paragraph in § 5. It is now seen that the first part of Theorem 3 
is true of numerical tensors if and only if k has one of those values for which 
there are no alternating invariants of the adjoint group other than zero. For 
the simple groups belonging to the four main types these values have been 
calculated by Richard Brauer, Comptes rendus, 201 (1935), 419-21; see also 
L. Pontrjagin, Comptes rendus, 200 (1935), 1277-80; also the number of 
linearly independent invariants for each value of k (cf. Cartan’s La Topologie 
des groupes de Lie (loc. cit.), p. 25). 

t See, among other papers, Proc. London Math. Soc. 38 (1933), 72-95 and 
41 (1936), 483-96. 








THE TRIPLE TANGENT PLANES 
OF A CUBIC SURFACE 
By V. C. MORTON (Aberystwyth) 
[Received 14 August 1937] 
1. Tue trihedral equation UV W = U’V'W’ of a cubic surface, where 
A,U+B,V+C,W = A,U'+B.V’+C.W’ (r= 1,2,3), 
A,+A,+A, = 0, etc., 
and A, 3 = 4, ELC, = & 


is well known. All the twenty-seven lines of the surface and thirty- 


r 


three* of the forty-five triple tangent planes have simple equations 
in the six coordinates, but so far as I am aware the equations of the 
remaining twelve triple tangent planes have not yet been obtained. 
The object of this note is to make up this deficiency. The equations 
are found to have much simpler forms than might be expected. 

2. Among the one hundred and twenty trihedral representations 
of the surface there are two associated with the given representation 
UVW = U'V’W’, giving with it a trio of Steiner trihedral pairs. If 
these two representations are 

U,V,W, = U,;V,W, and U,V.W, = U2V.W;, 
then the twelve planes which occur in these equations are just the 
twelve planes sought. The planes are considered to be so arranged 
that the transformation given in 1} for changing from one trihedral 


pair to the associated pairs changes U to U, to U;, and so on. 
It has been shown{ that the six trihedral summits P, Q, R, P’, 
Q’, R’ of the three associated pairs form a complete quadrilateral. 


The summits are then 
P: Uv’ 


rm 
gx: t= ¥, 
Now U; = 0 passes through the line§ 2, = €, = X, = 0, and also 
* Six of form U = 0, ete. and twenty-seven of form x, = 0, etc., vide 


1, 178. T p. 170. 
t 2, 229, where the coordinates of the six points are given. § 1, 178. 
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through the point Q which is* 


The plane U; 


U = B,C,—B,G,, 
U’ = By Cy— 
has thus the equation 


73) = ENC, A, B,— B; C; As). 


Bi Ci, 


a,/(A, B,C,— 


Ai B; 


' = C,A,—C, Ag, 


= Cj A;—C, 3, 


239 


W = A, B,—A, Bz, 
W’ = AL Bi 


— 


This process can be repeated for each plane by making use of the 


identities 


Finally, 
A, B,C,+ B,C, A,+C, A, B, 

= A; B,C3+ Bi C,A;+C; A, B; 
A, B,C,+ B,C, A,+C, A, B, 

= Aj BC;+BiC; 


B,C,— B,C, = B,C,—B,C, = B,C,— 


by using the two identities 


Ai+C; A; B; 


B, C,, ete. 


(= P+P,+P,) 


(= P+P+P), 


each plane can be written in alternative forms as in the following 


table of equations, 
passes each of the 
TJ.- 


r,/(A,C,B,—A;CiB3) 
Yo/(C,.B,A,—C}BiA3) 
2,/(B,A,C,— B{A3C3) 
2,/(C,B,A,—C;B3A3) 
x_/(B,A,C,— ByA3C3) 
Y3/(A,C,B,—A;C,B3) 
y;/(B,A,C,— Bi A3C3) 
2_/(A,C,B,—A;{C}B3) 


as/(C,B,A3— Ci B,A’) 


t,/(A,B,C,— A; B2C3) 
2,/(B,C,A3— Bi C3A3) 


Ys/(C,AyB,—C,A5B3) 
y;/(B,C,As— BiC;A3) 


t,/(C,A,B,—C{A3B3) 
2/(A,B,C;— A; B3C3) 
2,/(C,A,B,—C}A;B3) 


yo|(A,ByC,—A{BC;) 


t,/(B,C,A3— BiC4A3) - 


” 
 & 2) 


twelve planes. 


£,/(C,B,Ay— BiAsC;) 
N2/(B,A,C,—A;,C2B5) 
{,/(A,C,B,—C(B,A}) 
,/(B,AsC,—A{C;B3) 
§,/(A,C,B;— C{ B,A5) 
93/(C,B,A3— Bi AsC3) 
71 /(A,C,B;— C{ BiA3) 
f,/(C,B,A;— Bi A3C3) 
&3/(B,A,C,;— A;C;B3) 
§,/(C,A,B;— BiC3A5) 


z t (A, B,C,— C}A2B3) 


1)3/(ByC,As—A{ B,C) 
A, B,C,— CAB) 


1/ 


( 
( 
( 
no|(C,AgBs— BiCzA5) 
( 


a A, B,C,—AB;) 
* 2, 229. 


> X,/(B, AC; 


B,C,A,—A{B,C%) - 
U,/(C,A,B,— BiC,A) = 


- {,/(B,C,A,—AiBiC%) 


which sets out also the three lines through which 


— C;, B3A3), 
Y, (A 1C,B;— BjA3C3), 
Z,/(C,B,A;—A{C;B3). 
Z,|(AyC,B,— BiAsC;), 


X,/(C,B,A,—A{C;B3), 
Y,/(B,A,C,— Ci. Bi A’). 
- Y,/(C,ByAs—A{O;B3), 


Z,/(B,A,C,—C{BjA3), 
X3/(A1C,B,— BjAzC5). 
X,/(B,C,As— CjAsB3), 
Z,/(C,A,B;—A;B3C3), 
i, (A,B,C, — Bi{CjA3). 

Y,) (Cc A, Bs —A; By aC3}> 
X,/(A,B,C,— BiC;A3), 
Z;/(ByC,A3—C{A3B3). 


= Z,/(A,B,C,;— BiC3A3), 
- Y,/(ByC,As—C{A3B;), 
= X3/(C,A,Bs—A;{BC3). 
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a, /(A,B,C,—A‘{C,B;) = y,/(B,C,A,— Bi AC;) = z,/(C,A,B,;— CB, AS), 
& |(B,C,A,—C{BiA3) = 92/(C,AB,—A{C,Bi) = £,/(A,B,C,— BiAiC%), 
.,/(C,A,B,— BiAiC;) = Y,/(A,B,C,— Ci BiA;) = Z;/(B,C,A,—A‘C,B3). 
Ps (C,A,B,— Bi A3C;) = 1, /(A,B,C,—C,B,A$) = £,/(B,C,As—A{C,B3), 
X,/(A,B,C,—A{C,B;) = Y,/(B,C,A,— Bi A5C;) = Z,/(C,A,B,— CBA}, 
(B,C, A,— Ci BiA4) = y3/(C,A,B,—AiC,B;) = 25/(A,B,C,— Bi AiC%). 
X,/(B,C,A,— Ci BiA$) = Y,/(C,A,B,;—AiC,Bi) = Z,/(A,B,C,— BiAiC2), 
2_/(C,A;B,— BiA,C,) = y_/(A,B,C,— Ci B,As) = z,/(B,C,A,—A{C,Bi), 
£,(A,B,C, — A{C;Bi) = ns[(B,C:A3— BiAsC}) = ©,/(C,A,Bs— Ci, Bi Aj). 
2, /(A,C,B,;— Ai B,C;) = y,/(B,A,C,— BiCiAs) = z,/(C,B,A,— C1 ALB), 
X,/(C,B,A;— BC,A!) = Y,/(A,C,B,—C,A,B;) = Z,|(B,A,C,—A‘ B,C), 
£,/(B,A,C,— C{A5B3) = 75/(C,B,A;—A{B3C4) = £4/(A,C,By— BiC;A}). 
£,/(C,B.A3— Bi0%A!) = milAy C,B,—C.A,Bi) = {,/(B,A,C,—AiBiC%), 
2,/(B,A,C,— C%AiBi) = y,/(C,B,A,— A‘, BiC5) (A,C,B,— BiCiA3), 


X3/ 


Yai \ 2 
X3/(A,C,B;—A;B3C3) ig (B,A,C,— Bi CiA3) = Z3/(C,B,A3—C{A2B3). 


X,/(B,A,C,— C.A,B;) = Y,/(C,B,A,—A‘BiC%) = Z,/(A,C,B,— B,C, A%), 
£,/(A,C,B;—A{BiC3) = ne ~e A,C,— BiCjAi) = ©,/(C,B,A3—CLALBi), 
£5/(C,B,A;— BiC,A4) = y5/(A,C,B,— CA, Bi) = 25/(B,A,C,— A,B,C). 


REFERENCES 
1. V. C. Morton and Dorothy S. Meyler, ‘Quadrics and quadric cones of a set 
of three associated Steiner trihedral pairs’, Proc. London Math. Soc. (2), 
33 (1931), 177. 
2. A. L. Dixon and V. C. Morton, ‘Planes, points and surfaces associated with 
a cubic surface’, Proc. London Math. Soc. (2), 37 (1933), 221. 











. 
. 
. 
. 
. 
; ° 
‘ 
idk — 
| | age 
| | 7 
ah . 
. : = 
‘ : i 





